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从 1986 年 秋天 开始 , 华东 师范 大 学 数学 系 开始 为 研究 生 开设 代数 、 
九 何 、 分 析 等 公共 基础 课程 , 以 让 他 们 对 数学 的 各 方面 有 更 全 面 的 了 解 
这 就 是 我 们 开设 “代数 基础 "这 门 深 的 初衷 . 

代数 基础 课 的 教学 日 的 是 让 各 个 方向 的 研究 全都 能 学 习 一 些 现代 代 
数学 的 基本 思想 与 方法 , 息 握 一 些 他 们 在 今后 的 研究 工作 中 有 可 能 用 到 
的 代数 工具 . 因此 内 容 的 选择 很 重要 .经 过 调研 后 , 我 们 感到 随 着 现代 
数学 的 研究 问题 不 断 从 局 部 向 整体 拓展 , 同调 代数 的 方法 已 经 渗入 到 数 
学 的 许多 分 支 , 成 为 一 个 被 广泛 使 用 的 代数 工具 . 为 了 学 习 同 调 代数 , 需 
要 模 与 范畴 的 基础 知识 , 因此 最 终 把 代数 基础 的 内 容 框 定 为 模 、 范 畴 与 
间 调 代数 . 考虑 到 代数 基础 课 的 主要 对 象 是 非 代数 方向 的 研究 生 ,他们 
已 经 具有 的 代数 知识 可 能 仅 限于 一 学 期 的 近世 代数 课 所 能 学 到 的 内 容 ， 
经 过 几 年 荒废 后 已 经 所 剩 无 几 . 因此 我 们 在 引进 模 的 概念 与 基本 性 质 时 . 
既 注 意 多 举 实例 , 又 利用 这 个 机 会 复习 群 与 环 的 性 质 , 尤其 是 同 态 基本 
定理 . 本 书 模 论 的 核心 内 容 是 两 个 沙子 一 Hom 函 子 与 张 量 积 函 子 以 
及 4 类 模 一 一 自由 模 、 投 射 模 、 内 射 模 与 平坦 模 . 在 范畴 论 方面, 我 们 要 
让 学 生 学 习 数 学 抽象 的 方法 , 把 模 论 里 学 到 的 具体 的 概念 抽象 成 一 般 范 
畴 里 的 概念 一 -如 自由 对 象 、. 积 、 余 积 等 . 从 而 使 学 生 领 会 到 为 什么 群 、 
环 、 模 的 积 都 有 类 似 的 构造 方法 以 及 性 质 , 最 后 建立 Abal 范畴 作 为 同调 
代数 的 基础 , 我 想 对 大 多 数学 生来 讲 ， 范 酶 理论 只 要 知道 一 点 就 可 以 了 . 
第 三 章 同 调 代数 是 本 书 的 核心 , 为 了 降低 难度 我 们 只 在 模 的 范畴 里 讨 
论 , 为 了 让 学 生 对 同调 代数 的 背景 有 一 点 直观 的 体验， 我 们 特地 从 单 形 
剖 分 的 同调 群 引入 , 让 学 生 认 识 到 同调 群 实际 上 就 是 几何 物体 中 所 含有 


.到 前 言 


的 “ 孔 ? 的 度量 ; 而 物体 有 没有 “了 L” 当 然 是 一 个 整体 的 性 质 ， 也 就 是 说 , 同 
调 代数 的 量 往往 能 刻画 研究 对 象 的 整体 和 泪 质 . 因此 让 学 生计 算 一 些 具体 
图 形 的 同调 群 是 有 好 处 的 . 同调 代数 的 主体 内 容 导出 男科 与 长 正 合 
列 准 为 扫 象 乏味 , 为 了 让 学 生 具 体 体 验 这 些 概念 , 最 好 的 方法 是 以 Abel 
群 为 例 作 些 计算 . 在 学 习 Ext 人 时, 最 好 能 讲 一 下 模 的 扩张 问题 , 寿 为 这 对 
理解 Exct 的 含义 十 分 重要 , 由 于 课时 所 限 , 代数 的 上 同调 只 能 放弃 了 . 最 
后 在 成 书 叶 , 我 们 加 了 第 四 章 , 介绍 层 的 概念 . 层 也 是 涉及 局 部 一 整体 性 
质 的 重要 概念 , 国内 出 版 的 教材 很 少 涉及 , 我 们 放 在 这 里 可 供 有 兴趣 的 学 
生 学 习 , 因为 一 学 期 的 课 是 讲 不 到 这 些 内 容 的 . 

根据 我 们 所 设 定 的 读者 对 象 , 本 书 的 内 容 以 实用 为 主 , 不 追求 理论 
的 完备 或 一 般 化 . 例如 导出 函 子 只 对 左 正 合 或 右 正 合 的 钞 子 定义 , 尽管 
它 也 可 以 对 一 般 的 孙子 定 文 . 希望 任课 的 老师 也 要 顾及 昕 课 对 象 的 情况 ， 
不 要 讲 得 太 抽象 ， 太 深奥 . 

本 书 是 在 厌 有 讲义 的 基础 上 整理 收 改 而 成 的 , 宁 舌 和 黄 和 兵 副 教授 
在 教学 过 程 中 提出 了 许多 修改 意见 , 尤其 是 林 舌 副教授 担任 了 本 书 的 审 
阅 工 作 , 又 发 现 了 许多 隐 合 的 问题 , 并 和 且 提 供 了 他 编写 的 习题 解答 作为 
本 书 附录 的 京 材 . 使 用 本 书 的 教师 如 需要 习题 解答 作为 教学 参 劣 , 请 直 
接 与 林 磊 副教授 联系 (e-mail Hin@math.ecnu.edu.cn)}， 本 书 在 编写 、 
出 版 过 程 中 得 到 了 上 海 市 研究 生 教 育 专项 经 费 以 及 华东 师范 大 学 教材 
出 版 基金 的 资助 , 在 此 表示 衷心 的 感 澳 .由 于 编者 的 水 平 所 限 , 错误 之 
处 在 所 难免 , 县 请 使 用 本 书 的 教师 与 读者 指正 【编者 的 e-mail 地 址 为 : 


zichen Gmath.ecnu.edu.cn). 


编者 
2001 症 3 月 
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第 一 章 ” 模 
3 1-1 模 的 定义 及 基本 性 质 


让 我 们 先 回忆 一 下 实数 域外 上 向 量 空间 V 的 概念 , Y 内 向 量 的 加 法 
是 一 个 代数 运算 , 它 满足 结合 律 和 交换 律 , 使 得 下 关于 向 量 加 法 构成 一 
个 Abel 群 ( 即 交 换 群 )， 零 向 量 就 是 这 个 群 的 单位 元 . 此 外 在 实数 与 WV 的 
向 量 之 间 还 定义 了 一 个 称 为 “ 纯 量 乘法 "的 运算 , 即 对 于 纯 量 AE 恨 以 及 
向 量 z E VV 可 以 确定 一 个 向 量 和 x EV， 其 几何 意义 就 是 z 向 量 的 缩放 . 
这 个 纯 量 乘法 与 向 量 加 法 以 及 实数 起 及 的 加 靶 和 篆 法 之 间 是 相 容 的 , 也 

就 是 说 对 于 入 ,jE 及 以 及 zx,y ET 有 以 下 等 式 : 

A(T+ = hr + My, (+ A = Mg + Hr, 
(Mp)z = ACE， lx = 2. 

向 量 空间 的 琉 念 很 容易 被 推广 到 任意 域 下 上 . 如 果 再 把 域 下 放宽 到 
任意 的 环 R, 就 有 以 下 的 R 模 的 概念 . 为 简便 起 见 , 我 们 以 后 涉及 的 环 都 
是 有 单位 元 的 环 , 并 且 把 环 正 的 单位 元 记 为 18， 当 不 会 引起 混淆 时 , 简 
记 为 1. 凡是 环 同 态 总 是 把 单位 元 鼎 到 单位 元 ， 

定义 1.1 设 忆 是 一 个 环 ， 是 一 个 bel 群 ,如 时 存在 一 个 暑 身 

有 xXa -> MM 
. (ay 了 mo dr 
满足 以 下 性 质 : 
(1) alz +Y) = az + ay, 
(2) (a + bz 二 ar + bx, 
(3) (ab)z = alba), 
{4) 1x = %, 


.2 . 筷 一 童 模 


其 中 zyE 邮 ;所 Di1E 避 则 称 李 是 一 个 娠 在 模 (Ce 玉 下 -maeduiej， 
类 似 地 , 我 们 可 定义 中 右 模 


定 凡 1.2 设 民 是 一 个 环 , 膨 是 一 个 上 bel 群 . 如 果 存 在 一 个 映射 
MxRBR—: M 
(za) mm za 


满足 以 下 性 质 : 
(1L) {z+ ya = rot yo, 
{2) 7fa t+ b= za zh, 
{3} z(ab) = (xa)b, 
(4)] z1 = z, 
其 中 ,YE 训 ， a,5,1 EE 民 , 则 称 训 是 一 个 及 填 入 (right R-module). 


显然 关于 民 左 模 的 性 质 略 加 改变 后 就 能 得 到 及 右 模 的 相应 性 质 . 因 
此 我 们 以 后 只 考虑 只 左 模 , 并 且 简 称 为 晴 模 (RR-modwie). 如 果 及 是 交换 
环 , 那么 民 左 模 和 和 器 模 完全 是 同一 概念 . 这 是 因为 , 设 MM 是 及 左 模 , 我 
们 可 定义 以 下 的 瞎 射 : 
MxR 一 全 MM 
(za + TL= a 


不 难看 出 , 从 定义 1 的 4 条 性 质 能 推出 定义 1.2 的 相应 性 质 (但 当 吾 不 
是 交换 环 时 , 定义 1.2 的 性 质 (3) 不 一 定 成 立 ) 因此 对 成 为 一 个 吾 右 模 . 
反之 亦 对 . | 

本 书 以 后 在 不 特别 说 明 时 总 是 假设 于 是 一 个 带 有 单位 元 1 的 交换 
环 , 并 不 再 区 分 左 模 与 右 模 . 

下 而 我 们 看 一 些 例子 - 

例 1.1 域 记 上 的 向 量 空间 VY 就 是 一 个 下 模 . 反之 , 任意 一 个 已 模 都 
是 域 下 上 的 向 量 空间 . 

例 1.2 任 一 Abei 加 群 好 是 一 个 马 模 (也 是 整数 环 ). 当 z E MM, m 是 
正 整 数 时 , 我 们 定义 


81-1 模 的 定义 及 基本 性 质 -号 


当 轴 E 多 , m < 之 0 时 , 定义 mz = (一 mm)( 一 小 . 再 定义 02 = 0. 不 难看 出 
定义 1.1 的 4 条 性 质 都 被 满足 . 把 A&bel 群 看 作 吕 模 的 好 处 是 我 们 可 把 模 
论 的 许多 结论 应 用 到 AAbel 群 上 . 事实 上 : 模 的 概念 也 可 以 奢 成 是 Abel 群 
概念 的 推广 

例 1.3 设立 是 域 己 上 的 向 量 空间 , 开 是 Y 上 的 线性 变换 , 我 们 把 z 
在 工作 用 下 的 莹 个 {z) 简写 为 Tz, 则 对 任意 的 rz,yEY 以 及 & E 开 ,根据 

T(z+) = Tr + Ty, 
T(ax) = QT 全 


设 和 是 下 上 的 不 定 元 , F[ 逢 蚌 多 项 式 环 . 对 于 (和 ) = 00 十 Qi 和 十-… 十 
am 我 们 可 如 下 定义 一 个 映射 

FNxV 一 Y 

(fiz) oo FO)z fT) = aoz+az 二 十 anzma 
不 难 验证 定义 1.1 的 4 条 性 质 都 被 满足 , 因此 VY 成 为 一 个 下 [A]| 模 , 这 样 我 
们 也 可 从 模 论 的 角度 导出 有 限 维 向 量 空间 的 单独 一 个 线性 变换 的 理论 , 

例 世 4 对 任 一 个 环卫 ,我们 可 把 计 取 成 呈 的 加 群 (R, 十 ,9). 这 时 定 

六 az 为 召 的 乘法 , 则 五 自己 成 为 一 个 五 模 , 义 若 5 是 呈 的 子 环 , 则 召 也 
可 看 成 是 S 模 , 但 3 不 一 定 是 六 模 (为 什么 ]). 符 别 地 , 中 上 的 多 元 多 项 式 
环 本 z1,… ,Tn| 和 民 R 上 的 形 趟 可 级 数 环 (Ting of formal power series) 


RIz]] = fao + ort +amnr™ + aE RiEN} 
都 是 瑟 模 , 
例 1.5 设 主 和 5S 都 是 环线 :R 一 > 5 是 环 同 态 , M 是 一 个 5 模 . 则 
对 a € R, E24 定义 az =%(ajz, 就 可 使 计 成 为 中 模 . 


设 帮 是 妨 米 , 则 由 定义 立即 可 知 , 对 任意 的 aoi E i, rmi € M， 


,4 第 一 章 模 
有 以 下 等 式 : 


a0 = 0, 0r =0, 


a(—Zz) = ~ax, 【一 各 工 二 —ar, {1.1) 


[a (二 = 一 DV ar, (> oj 下 一 Saiz. 
注意 , 这 里 的 和 式 是 有 限 项 之 和 . 
例 1.6 设 jM = {0} 是 零 Abel 群 , 则 令 a0 = 0 即 可 得 到 一 个 情 模 ，. 
称 为 零 模 , 记 为 0. 从 性 质 (1.1) 可 知 稚 模 的 模 结 构 是 唯一 的 ， 
定义 1.3 证 时 是 吾 模 , 入 是 用 的 非 空子 集 如 果 入 是 J 的 子 
群 , 而 且 对 所 有 的 a € ,2 € ,都 有 ar & N, 就 称 N 是 的 子 模 


(submodule). 


命题 1.1 民 模 J4 的 非 宣 子 集 NN 是 1M 的 子 措 的 充 概 条件 是 : 
(1) 当 ,Y2 EN 时 , 妇 十 Ya EN; 
(2) 当 a€ RR,yEN 时 ,有 ayEN. 


证 明 : 必要 性 是 显然 的 , 只 需 证 充分 性 , 由 性 质 {1.1) 可 知 0y = 0 € 
Ni, -= (~1)y & N, 所 以 六 是 子 加 群 , 再 由 (2) 可 知 六 是 子 模 ， 口 


例 1.7 设 守 是 包 模 , 则 NN 是 M4 的 子 模 的 充 雪 条 件 是 N 是 MM 的 子 
加 群 . 

例 1.8 设 V 是 域 下 上 向 量 空间 , 则 六 是 7 的 子 模 当 生 仅 当 和 是 V 
的 子 空间 . 

例 1.9 设 了 是 域 忆 上 的 有 限 维 商量 空间 , Y 是 Y 上 的 线性 变换 ， 
把 V 看 作 了 [A 模 , 则 7 的 FIA] 子 模仿 就 是 的 不 变 于 空间 , 即 满足 
TW C WW 的 子 空间 . (为 什么 ?) 

例 1.10 环 民 看 作 及 模 时 , RR 的 子 模 就 是 它 的 理想 . (为 什么 引 

例 1.11 车 {Ni|i Ee 寻 是 M 中 的 一 族 子 模 , 则 门 ier NN; 也 是 一 个 子 
模 . (为 什么 ?) 

例 1.12 单独 一 个 零 元 素 构 成 的 集合 {0} 也 是 好 的 子 模 , 称 为 直子 
模 , 简 记 为 0. 


$1--1 寞 的 定义 及 基本 性 质 "3- 

例 1.13 对 于 只 模 节 的 元 素 z 可 以 定 文 z 的 零 化 子 (annihilator) 
AnnRfzl = {a ER|ar = 0), 它 是 民 的 一 个 理想 . 如 果 Annalx) 天 0， 
加 称 z 是 一 个 握 元 {iorsion element). 如 果 中 是 整 环 , 则 A 的 所 有 扭 元 
的 集合 TUM) 是 MM 的 一 个 子 模 , 称 为 M 的 握 子 模 (torsion submodule)， 
当 MM = T(M) 时, 称 对 是 扭 模 . 网 如 有 限 Abel 群 看 成 忆 模 时 都 是 扭 横 - 
例 1.3 的 IA 并 VY 也 是 扭 稳 . 

定义 1.4 如 果 非 索 且 黎 计 的 子 杉 只 有 M 及 0 则 称 MM 为 单 模 
(simple module). 单 模 又 称 不 可 约 模 (irreducibie module). 


设 站 CM 是 R 模 困 的 一 个 子 集 ,5 E 卫 是 环 民 的 一 个 子 集 , 则 于 
中 形 如 


也 
S17%1 + ncn = ,sir 人 和 
i=]1 


的 元 察 被 称 为 X 的 5 线性 组 合 (S-linear combination of 无 ). 我 们 用 SX 
记 玉 的 所 有 5S 线性 组 合 所 构成 的 集合 . 


命题 1.2 证 天 是 召 模 时 的 一 个 非 空子 全， 出 RX 是 Mf 的 一 个 子 
模 , 称 为 由 天 生成 的 子 模 (submodule generated by 三)， 记 为 【 王 ). 


证 明 : 天 的 总 线性 组 台 显 然 关 于 加 读 是 封闭 的 , 因而 满足 命题 1.1 
的 条 件 (1). 又 对 任意 的 aeE R, 有 
a(rizi 十 … 十 rngn) = ari) 十 … 十 (arajzn € RX, 
故 命题 1.1 的 条 件 (2) 也 被 满足 口 


根据 模 的 定义 , 如 果 对 的 子 模 六 了 其, 则 六 必 和 包含 下 的 所 有 民 线 
性 组 合 , 即 N 2 RX. 因此 有 
RXC MN. 
XECN . 
六 是 子 模 
反之 , 由 命题 1.2 知道 再 芝 也 是 一 个 包含 支 的 于 模 , 因此 
门 NERX. 
XEN 
NN 是 于 模 
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这 样 就 有 


(X)=RX= 门 六 
XEN 
入 是 子 模 
也 就 是 说 我 们 可 以 定义 (六) 为 MM 中 包含 蕊 的 所 有 子 模 的 交集 . 实际 上 
(二 ) 就 是 包含 下 的 最 小 子 模 . 
定义 1.5 如 果 人 = 呈 Y, 则 称 玉 是 杂 的 生成 元 集 , 下 的 元 素 称 为 
闻 的 生成 元 (9enerator). 如 果 下 是 一 个 有 限 集 , 则 称 作 是 有 限 生 成 的 
(finitely 9enerated). 如 果 MM 二 {x), 则 称 jf 是 循环 模 (eyclic module). 
特别 地 , 当 {Ni |i e 如 是 一 族 子 模 时 , 我 们 有 


(Ux) = {yi + + Yi, | Yi, € i, 此 为 正 整数 }. 
i€1 


我 们 把 这 个 子 模 记 为 2 Ni, 当 和 N; 只 有 有 限 个 时 , 也 把 并 Ni 写成 Ni 十 
IE 
+ Non. 


设 玉 是 呈 笛 订 的 一 个 子 模 ; 则 下 的 陪 集 的 集合 
MIK={z+K|zé€ M)} 

关于 自然 定义 的 加 法 和 模 的 乘法 : 

好 十 本] 十 世上 十 天) = (+ + afr+ KR)=artK 
成 为 一 个 忆 模 , 称 为 商 模 (factor moduie), 仍 记 为 AM/ 玉 . 商 模 中 的 零 元 
和 负 元 分 别 为 

KR=0+K 及 (z+K}=(-x)+K. 
我 们 常常 把 z 的 陪 集 记 为 
下 二 二 十 在. 

请 注意 , 由 三 二 不 能 得 到 z = y, 而 只 能 得 出 2 一 y EK. 


说 明 1.1 模 的 概念 至 少 可 以 追溯 到 19 忆 纪 0 年 代 至 80 年 代 R. Dedekind 
{Julius Wilheim Richard Dedekind, 1831~1916， 中 译名 戴 德 爹 ) 和 
L. Kronecker (Leopold Kronecker, 1823 一 1891， 中 译名 克 罗 内 克 ) 对 代 
数 数 域 与 函数 域 的 算术 的 研究 工作 中 . 模 的 最 早 理论 基 作 为 环 中 理想 的 理 
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论 而 提出 来 的 . 此 后 , 在 EE. Noether {Amalie Emmy Noether, 1882-~1933, 
中 译名 诺 特 ) 和 W. Krull (Wolfgang Krull, 1899~1971, 中 详 名 克 和 名 尔 ) 的 
工作 中 ， 人 们 看 到 用 模 的 语言 来 表述 和 证 明 许 多 结 果 比 仅仅 用 理想 的 语言 
葛 为 方便 . 20 世纪 各 年 代 发 展 起 来 的 同调 代数 , 更 以 模 帮 为 其 主要 研究 对 
象 . 


练 习 1-1 


1.1 设 N, 玉 是 五 模 M 的 子 模 , 定义 
(N:K}= {aeRlaK CN)}. 
证 明 : {NN : K) 是 玉 的 理想 , 特别 地 ， 
Ann(M) = (0: M) = {5 ER|br = 0 对 所 有 的 ZE M} 

称 为 M 的 声 化 子 . 如 果品 C Ann(3) 也 是 只 的 理想 , 证 明 : 定义 (a 十 CY 一 oz 
可 使 1 成 为 已 /C 模 - 

1.2 证 明 : 对 于 尼 模 MM 的 子 模 入 ,天 , 有 

{1}) Ann(N + KY = Ann(N})N Ann(K); 

(2) UV : KY = Ann((K + N)AN). 

1.3 设 V = 区 "是 实数 堪 民 上 的 nn 维 向 量 空间 , 了 是 站 的 线性 变换 , 定义 为 


和 一 (Za + TE = (07 ,Tn-1). 
按照 例 1.3 所 述 , 可 以 把 玉 看 成 及 [Aj 模 , 试 计 算 
(1) aw; 
(2) (2 + 2)z; 


(3) fm 上 十 和 4+ 7- 

又 满足 Xzz =0 的 了 是 怎样 的 ? 

1.4 对 于 练习 1.3 中 的 殉 居 模 下 , 确定 练习 1.1 中 定义 的 和 nn(T 

1.5 对 于 练习 1.3 中 的 及 全 模 阅 令 et 二 (1,0,-… ,人 ,证明 = 了 [el， 
从 而 广 是 一 个 和 销 环 模 . 

1,6 证 明 当 及 是 整 环 时 例 1.13 中 定 文 的 了 (az 确实 是 MM 的 子 模 . 试 举 一 
例 说 明 当 吾 不 十 整 环 时 了 (ad) 可 能 不 是 子 模 . 

1.7 设 三 是非 零 有 限 Abel 群 , 问 对 能 成 为 Q@ 模 吗 ? 这 里 名 是 有 理 数 域 ， 

1.8 试 证 非 零 模 对 为 单 模 当 且 仅 当 M 是 由 它 的 任 一 非 零 元 素 生 成 的 勿 环 
1.9 当 m > 1 时 试 判定 练习 1.3 中 的 了 及 [X] 模 Y 是 否 单 模 , 并 说 明理 由 . 
1.10 试 举 一 例 以 说 明 有 限 生成 刁 模 不 一 定 是 有 限 生 成 Abel 群 . 
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定义 2.1 设 村 和 M1' 都 是 忆 模 . 若 Fi 一 M' 是 加 群 同 术 ,并 
且 有 有 
flar) = af (2), VaE RrEeM, 
则 称 了 县 召 模 同 态 ( 忌 -moduie homomorphism), 简称 为 互 同 态 或 同 态 . 


定义 2.2 如 果 吾 模 同 态 了 : MM 一 3 14: 是 单 的 ， 也 就 是 说 从 zi 二 
了 (四 必 能 得 出 X= 二 y, 就 称 了 是 音 同 访 (monomorphism). 和 如果 了 是 满 的 ， 
也 就 是 说 对 任意 的 y E 于 必 能 找到 z E 4 使 得 f(z) = y, 就 称 f 是 满 
同 态 (epimorphism)】. 如 果 了 既是 单 同 坊 又 是 满 同 态 , 就 称 了 是 忆 模 同 构 
(isomorphism), 称 民 模 MM 和 Mr 有 是 同 构 的 (isomorphic), 记 为 好 兰 邮 / 


如 果 坪 是 对 的 子 模 , 则 加 群 同 六 
PP 1 + MK 
下 上 一 二 十 政 


也 是 请 模 同 态 , 称 为 M 到 它 的 商 模 MM/ 上 的 自然 同 灾 (natwrail homo- 
morphism). 自然 同 态 是 一 个 满 同 访 . 

类 似 于 群 的 同 态 ， 我 们 也 可 定 文 鼠 模 同 态 了 :Mt 一 ; 4? 的 核 、 象 、 
余 核 和 余 象 . 

定义 2.3 五 模 司 态 了: NM -3 和 的 核 (kernei) 及 象 (image) 为 

Kerf = /1(0) = {2 € WM | f(z) =0), 
Imf = {f(s) eM'|ze M). 
虽 模 同 坊 了 的 作 核 (cokernel} 及 余 象 (coimage) 为 
Coker = M'/ Im Ff, Coimf = M/ Kerf. 


不 难 验证 Ker /是 M 的 子 模 , In 是 人 Mf 的 子 模 . 
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AT 
Kerf. 


| Coker f 
i 


0 : “0 


把 MM 的 所 有 元 素 者 映 到 等 的 同 态 0:z 一 0€ M' Yr EM 称 为 
专 同 志 (zero homomorphism), 也 记 为 0. 这 和 样 , 符号 0 既 代 表 零 元 案 , 又 
代表 零 筑 和 零 同 态 , 一 般 是 不 会 混淆 的 . 但 对 初学 者 来 说 则 要 注意 区 分 . 
由 同 态 的 定义 , 零 模 到 任何 一 个 模 的 同 态 都 是 零 同 态 , 而 且 是 单 同 态 . 任 
和 何 一 个 模 到 零 模 的 同 态 也 都 是 零 同 态 , 这 时 是 满 同 态 . 零 模 之 问 通 过 零 
同 态 互相 同 构 , 因此 我 们 认为 零 模 是 唯一 的 . 


命题 2.1 设 了 :好 一 人 fd 是正 模 同 态 , 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 了 是 间 同 坊 ; 

(2) Ker = 0; 

(3) 对 任意 的 模 以 及 忆 寞 的 同 起 g,h: KK 一? M, 从 fg= fh 
可 以 得 出 9 二 hh. ( 即 了 可 被 左 消去 .) 

(4) 对 任意 的 总 横 玫 以 及 显 区 的 同 态 9 :下 -全 好 从 有 =0 可 以 
得 出 g= 二 避 . 


证 明 : (1) 命 (2) 以 及 (1) 坟 (3) 部 是 显然 的 . 注意 到 jg = 0 = J0, 取 

h=0 即 可 从 (3) 推 出 (4)， 
(3 的 : 取 天 = Kerf, 则 赂 入 同 态 i :KK 一 对 满足 六 = 0, 由 

(和 可 得 i=0, 即 KK =Imi=0. 口 ， 

命题 2.2 设 了 : JM 一} M' 是 民 模 同 术 , 则 下 列 条 件 是 萤 价 的 : 

(1) f 是 满 同 太 ; 

(2) In 了 = 对 

(3) 对 任意 的 已 模 下 以 及 站 模 的 同 态 gF: ad 一) K, 兴 gf 二 hf 
可 碎 得 由 9 二 六 《 即 子 可 被 庙 消 去 .) 
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(4) 对 任意 的 尼 模 下 以 及 忆 宰 的 同 态 9: M' 一 ?区 ,从 gf = 二 0 可 
妈 得 出 = 


证 明 : (全 (2 (1) 地 (3) 以 及 (3) 过 (4) 都 是 显然 的 . 

(攻守 (2): 取 了 工 = mf, 则 自然 同 态 v : M' 一 M'/1 = Cokerf 满 
是 zf = 0, 由 (4) 可 得 vw = 0. 由 于 自然 同 态 是 满 同 态 , 因此 at/ 了 = 0， 
即 M'=I=Imf. 口 


命题 2.3 设 轩 和 JM' 者 是 忆 措 :MM 一 } M' 是 忆 模 同志 . 则 了 

驮 同 构 当 肘 仅 当 存 在 映射 9, 产 : 寻 ' 一 ;JM 使 得 
f=1lm 以 及 hf= lw. 

当 上 丸 苇 式 成 主 时 , 汉 有 gg 二 及 是 民 模 同 构 . 

证 明 : 充分 性 是 显然 的 . 朔 映射 的 唯一 性 也 可 如 下 导出 : 

9= M9 = {hig = A(f9) = hl =h. 
反之 , 如 果 了 是 同 构 , 则 必 存 在 逆 觅 射 9 : M' 一 M 使 得 fg = lnr 以 及 
9f = 1M. 最 后 我 们 只 需 验 证 g 是 民 模 同 访 , 即 验证 9 是 中 线性 的 . 由 以 
下 等 式 
flag(z) + bg(y)) = af (9(2)) + bf (9()) = oz + by = flg(ar + by)), 

以 及 了 是 单 射 , 就 可 得 到 glaz + by) = ag(z) + bgly), 即 g 是 中 模 同 


态 ， 口 


设 MM 和 24' 是 两 个 忆 模 , 我 们 把 从 好 到 好" 的 所 有 五 模 同 态 的 集 
合 记 为 Homa(ad, AM, 当 只 涉及 到 一 个 忆 时 , 也 可 简写 为 Hom(24, M7). 
回忆 商量 空间 Y 上 的 所 有 线性 变换 的 集合 上 可 以 定义 加 法 、 数 乘 与 蒋 
法 , 对 于 f,9 < HomR(M, 对 ), 我 们 可 定义 一 个 映射 

f+to: MC MM! 
z mm f(x) + g(r) 

显然 f 十 9 是 号 模 同 态 { 为 什么 ?). 从 而 站 十 gE Homr(M, M1'), 请 读者 
验证 HomR(MM, M') 关于 这 样 定义 的 加 法 成 为 一 个 Abel 群 ， 其 零 元 索 就 
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是 零 同 态 , 此 外 , 可 以 验证 映射 
Rx Homr(M,M')} — Homa(M, ad) 
{a, f) Ey af :xo af (7)) 


满足 定义 1.1 的 四 个 性 质 , 从 而 在 HomR(2M, 对) 上 定义 了 一 个 五 模 结 
构 . 以 后 我 们 总 是 把 它 看 成 这 样 定 义 的 五 模 ， 

当 MM = 对 时, 我们 可 在 集合 HomRtad, 对 ) 内 定义 一 个 乘法 , 它 为 
观 射 的 复合 , 即 {Jgjfz) = f(g(x)). 请 读者 验证 HomR(M,M) 关于 上 面 
定义 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 . 当 MM 是 单 模 时 , 这 还 是 一 个 除 环 ( 见 练 
可 2.3). 


如 果 同 态 了 : M 一 MY' 是 两 个 同 态 的 复合 : 
f= gh, 
则 称 了 通过 9 或 及 分解. 以 下 的 定理 说 明 同 态 了 可 以 唯一 地 通过 一 个 满 
同 态 被 分 解 , 只 要 这 个 满 同 态 的 核 被 包含 在 了 的 核 中 . 
定理 2.4 设 了 :对 一 ?af 和 9 NM 一 NN 都 是 民 简 同志 , 其 中 9 
是 满 同 态 并 且 Kerg C Ker f, 则 存在 唯一 的 同 坊 h :NN 一 MM' 使 得 
f= hg. 
寺 外 , Kerh 二 g(Ker 放 ,Imh = 二 Imf. 所 以 下 是 单 的 当 且 仅 当 开 erg 一 
Ker f, 嘱 是 满 的 当 生 仅 当 是 满 的 ， 
我 们 可 以 把 定理 2.4 表示 成 以 下 的 交换 图 


mM 
站 


EE 


Md 


N 
证 明 : 由 于 g 是 满 的 , 对 任意 的 元 案 mn €E NN 必 存 在 mm € MM 使 得 
gm 二 如果 又 有 ml 6E MM 使 得 g(a) 二 nw, 则 gm 一 mi) 二 0, 从 而 
m~ mi € Kerg CC Kerf,RTf(m— mm) = 0, flm) = f(r}. 因此 只 诸 
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规定 Am) = f(m) 就 可 定义 一 个 映射 :NW 一 M1!' 满 足 hg = f. 再 证 上 
是 玉 模 同 态 . 对 于 任意 的 ntna EN, 取 mi,m2 € 好 使 得 gfrma) = ml， 
gfra2) 二 n2. 则 对 abE 中 有 9(ami 十 Bra) 一 anl 十 bn2, 所 以 


han + bna) = flami + bm2) = af (m1) + bf (my) 
= ah(n1) + bh(n2).. 
六 的 唯一 性 可 从 命题 2.2(3) 得 到 . 其 余 的 结论 都 是 显然 的 ， 口 
作为 上 述 定 理 的 推论 , 我 们 可 以 得 到 当下 同 构 定理 . 
定理 2.5 (1) 设 了 :对 一 >》JM! 为 忆 模 满 同 术 , 则 
Mi/Kerf M:'. 
(2) 设 玉 CN 都 是 4 的 于 模 , 则 
MIN & (MIKY/NIK). 
(3) 设计 和 下 都 是 肝 的 子 模 , 则 
(N+ E)/E SN/(NNE). 


证 明 : {1) 取 六 = Mj Ker f, 9g =v 为 自然 同 态 , 由 定理 2.4 就 可 得 
到 同 构 映射 
特 (1) 分别 应 用 于 下 列 满 同 态 : 
MIK — MI/IN 
多 十 五 riN 
以 及 
No (N+ RK 
m2 z+K 


即 可 证 明 (2) 与 {3)， 口 
推论 2.6 设 f: MM 一 ; M' 是 电 权 的 满 同志 ,了 的 核 是 玫 , 则 蜡 射 
NE IN)= {f(r) |z€ N]} 
NA FN) = {re M |fx) ewN') 


在 好 的 也 含 百 的 子 模 业 合 与 My 的 子 模 业 合 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关 
入 ， 口 
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利用 上 面 证 明 的 定理 和 推论 , 我 们 可 以 得 至 循环 模 的 结构 定理 . 设 
朵 旺 一 个 循环 模 , 则 M = Rz. 把 如 看 成 吾 烧 ( 见 例 1.4), 可 以 定义 如 下 
的 中 模 同 态 : 


pe:R— MM 
r Fo rT 


由 于 7 是 循环 模 的 生成 元 , pz 是 满 同 态 . 而 且 
Kerps = {rE RIrr=0} = Anmart{z), 
根据 辣 构 定理 2.5(1), 就 可 得 到 以 下 命题 (注意 也 的 商 模 都 可 由 1 的 陪 集 
生成 ): 
命题 2.7 忆 模 导 为 补 环 模 当 卫 仅 当 和 同 板 于 中 的 一 个 商 模 如 
果 了 是 Mi 的 一 个 生成 元 , 则 对 衬 如 /AnnRfz)，M 为 单 模 当 且 权 当 
入 nnR(T) 是 五 的 所 大 理想 ， 口 
定义 2.4 设 有 一 对 民 模 的 同 术 : 
MSMSM’ 
消 足 四 了 一 Kerg, 则 称 了 和 9 在 好 处 正 合 (exzact}. 对 于 单独 一 个 同 态 
MM' 与 M 则 认为 它 在 M! 和 作 处 都 是 正 合 的 ， 如 果 忆 模 同 态 的 序列 (有 
候 或 无 限 ) 
sy My Ey My LS Ma 
在 每 个 Mi 处 都 正 合 , 即 有 
Im fn = Ker frri 
对 所 有 有 意义 的 nn, 则 称 这 个 序列 是 正 合 的 . 


从 这 个 定义 立即 训 得 以 下 命题 : 
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命题 2.8 设 f: JM 一 ; 和 N 是 忆 模 同志 , 则 
由 0 一 MM 为 NN 为 正 会 当 且 仅 淄 了 是 单 同 坊 ; 
(2) Mf 考 NN 一 0 为 正 会 当 且 仅 当 了 是 满 同 起 ; 
(3) 0 一 MM 加 入 二 0 为 正 合 当 且 权 当 了 是 同 构 ， 口 


| Imf 
DOD- 和 
(1) (2) 
MN 
| 人 


根据 核 和 余 炉 的 定义 , 可 以 得 到 以 下 正 合 列 : 
0 一 Ker HMBNS Cokerf 0 
这 里 ;是 嵌入 映射 , > 是 自然 同 坊 ， 
类 伏地 , 了 为 单 同 态 当 且 仅 当 以 下 序列 正 合 : 
0—» M BA NS Cokerf -0, 
而 了 为 满 同 态 当 和 且 仅 当 以 下 序列 正 合 : 
OKerf HM IN OD. 
具有 以 下 形式 的 正 合 列 
0 KMSN- 0 
被 称 为 短 正 合 列 (short exact 3e9uence). 显然 其 中 的 上 是 单 同 态 , ! 是 满 
同 态 . 我 们 也 可 以 把 六 看 成 邮 的 子 模 , 把 六 看 成 1 的 商 模 . 这 个 短 正 
合 列 也 称 为 六 通过 玉 的 扩张 {ertension). 
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es ~ 


引 理 2.9 在 以 下 的 屁 模 同 起 的 交 模 图 中 


Ker | 


0 KM .0 
a B 了 
' 时 
D K! f Mf 9 -NN! 站 


其 水 平 的 两 行 都 是 正 合 列 , 出 
(1) 车 ae、? 部 是 单 同 态 , 则 日 也 是 单 同 态 ; 
(2) 车 7 都 是 满 同 术 , 则 户 也 是 满 同 态 ; 
(3) 车 YY 都 是 同 构 , 则 万 也 是 同 构 - 


证 明 : (1) 设 m € 对 使 得 Pa) = 0, 我 们 要 证 m = 0. 由 图 的 交换 

性 可 得 . 

yg9(m) = 9B(m) = (0 =0. 
由 于 是 单 同 态 可 得 9(m) = 0. 又 因 顶 上 一 行 在 M 处 正 合 , 可 得 和 < 
Kerg = Im f, 即 存在 上 E 下 使 得 f(k) = rm. 由 交换 性 , 有 

falk) = BFE) = Blm) =0. 
由 于 底下 一 行 在 天 ' 处 正 合 , 太 是 单 疝 态 ， 因而 ak) = 0, 再 利用 a 的 单 
性 就 可 得 出 上 = 0, 即 m= fk) = 0. 

() 设 me M', 则 9 (mE N'. 出 于 7 是 满 的 , 存在 n E NN, 使 得 
gf) = Y(n). 由 希 上 一 行 的 正 合 性 可 知 9 是 满 同 态 , 因而 存在 m€ 并 
使 得 n = 9(m). 由 图 的 交换 性 , 有 

Bt 一 79(m) = TIn) = 了 Ce) 
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骨 由 正 合 性 可 得 Br - mm € Kerg = Im 产 即 存 在 < KK' 使 得 
了 人) 二 B80n) 一 m'， 又 因 是 满 同 态 , 有 有 E 天 使 起 = af 和 ， 现 在 地 
mo— fie mM, 则 
Blm — fF) = Plm) ~ BAE). 
由 交换 性 可 得 BF(&) 二 fa(k) = FE') = B(m) -ra', 因此 
Bm ~ fA) = Blm) ~ BFE) 一 on/ 

这 就 证 得 了 及 是 满 司 访 . 

(3) 是 (1) 和 (2) 的 直接 控 沦 ， 口 

我 们 在 证 明 这 个 引 理 时 使 用 的 方法 称 为 “图 跟踪 法 ”， 这 在 证 明 有 关 
交换 图 的 论断 时 往往 是 很 有 效 的 . 

引 理 2.10 ( 燃 形 引 理 ) 设 有 如 下 的 忆 模 同 术 的 交 撞 图 : 

f 9 


于 一 一 一 好 N 0 
| B 7 
0 FR 


其 中 水 平 的 两 行 是 正 合 的 ， 那么 一 定 存 在 及 模 同 志 6; Kery 一 ;Cokere 
使 得 下 面 的 序列 正 合 : | 

Kero 一 Kerf 一 了 er 了 入 Cokere 一 Coker 有 一 Coker， 
又 苦 了 是 单 同 态 , 则 Kera -> ker 有 也 是 单 同 态 ， 如 果 了 1 是 满 同 态 ， 则 
Coker 2 一 CokerY 也 是 满 同 赤 . 

证 明 : 作出 下 面 的 交换 图 ， 其 中 垂直 的 列 都 基 正 合 的 . 分 成 几 步 来 证 
朋 . 

2) 建立 同 态 6 :Kery 一 Coker cr， 

设 x € Kerm 由 于 g 是 满 的 , 存在 m e NM 使 得 gfm) = 加 (中 已 知 
Yh = 0, gB(m) = yg(m) = yyoln) = 0. 因此 Bfm) EKery = mp 
即 存在 € K' 使 得 f'(k') = 8(m. 在 这 个 过 程 中 直 于 产 是 单 同 桨 , 只 有 


$ 1-2 模 的 同 态 17 


0 0 | 
| a nn Kerp 2 Ker”y 
Qo Bo Yo 
KM 2 .N 0 
o 8 了 
0 下 ad 9 NN! 
5 回 了 
Fr T or 


Cokera —— Cokerf —~ Coker”Yy 


* 


0 0 0 
m 的 取 值 会 对 忆 的 取 值 产生 影响 . 设 有 mi € MM 也 满足 g(rmai) = mm 
则 m 一 m1 & Kerg = Tm 了 因而 存在 KE KK 使 得 mr 一 m1 二 了 (. 于 是 
Ba = Bm— FR)) = Blm) — BHR) = F(R — (Rk). 可 见 当 m 变 为 
mi 时 变 成 了 用 一 atk), 但 它们 被 豆 映 到 Coker ce 里 的 售 都 等 于 a(k). 
这 说 明 以 下 的 对 应 确实 是 个 映射 : 
6: Kery 一 Cokere 
n 一 ak) = py-tyo(n) 

请 读者 验证 上 是 一 个 同 态 . 

(2) Kerd = Im go. 

设 m E€ Kerp, go(m) € Kery. MN Bg iyolgolm)) = BBolm) = 
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0, 因此 5(go(m)) = f(D0)) = 0, 说 明 Imgo G Ker6， 反 之 , 设 
nE Keré, 沿用 (0) 的 符号 , 则 局 E IKKera = Ime, 故 存 在 上 & KK 使 得 
Si 站 = .于 是 六 (Kk') = 8(F( 有 ), 说 明 m 一 (kK) € Ker 有 = ImBo, 因 
而 存在 mi E Ker8 使 得 Po(rm1) = mm 一 了 (k). 即 %ogo(m) = gpo(m1) = 
gm 一 了 (A)) = g(m) = Yoln). 由 于 加 是 单间 态 , 即 可 得 芭 = go(mi) € 
lm go. 所 以 Ker 6 C im oo. 

(3) Ker f' = Im5. 

设 ne Kery, 沿用 (1) 的 符号 有 5(n) = FJ) Fa(k) = Jr) 二 
BBlrmn) = 0. 因此 Im# C Ker ff. 反之 ， 设 a(k') € Ker Ff’, WF = 0. 
由 天 (外 € KerB = Im8 可 知 存在 m € M 使 得 Bl(m) = 了 (8'). 又 因 
Tg9(m) = g'B(m) = 9'f'{k') = 0 可 得 9(m) E KerY, 所 以 存在 n € Ker”y 
使 得 gtm) = motn). 由 5 定义 即 有 6(n) = (A), 因此 Ker 产 < Im5. 

(9 剩 下 的 证 明 Im 训 二 Ker go 以 及 Im 下 一 Ker 克 以 及 当下 单 或 六 
满 时 的 推论 都 留 给 读者 去 完成 . 口 


如 果 在 下 面 的 两 个 短 正 合 列 之 间 有 一 个 交换 图 : 


0 EK M ， 0 
ox 8 了 
0 K' MM’ N! 0 


其 中 a、8 和 7 都 是 同 构 , 则 称 这 两 个 短 正 合 列 是 同 构 的 (is0omorphic). 


练 习 1-2 


2.I 设 加 是 一 个 下 模 . 试 证 以 下 三 个 论断 是 等 价 的 : 

(1)} M =0; 

(2) 对 任意 的 忌 模 闪存 在 唯一 的 五 模 同 态 1 一; N; 
(3) 对 任意 的 蝶 模 N 存在 唯一 的 卫 模 同 态 NN 一 、M. 
2.3 设计 是 一 个 及 模 . 试 证 以 下 三 个 论断 是 等 价 的 : 

{1) M 是 单 模 ; 

(2) 任 写 的 非 堆 同 术 MM 一 六 都 是 单 同 恋 ; 
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(3) 任意 的 非 零 同 杰 六 一 JM 都 是 满 同 态 - 

2.3 (Schur 引 理 ) 证 明 若 闻 和 六 都 是 单 模 , 则 好 到 六 的 任 一 非 党 同 态 必 
是 同 构 . 并 证 明 若 好 是 单 模 , 则 页 omR(ad, MD) 是 除 环 . 

2.4 设 六 :jz -一 上 是正 模 同 态 . 试 证 若 了 是 单 同 态 , 则 有 Anntad) 2 
Ann(N) ( 见 练习 1.1 的 定义 ); 车 了 是 满 同 态 , 则 有 AnnliM) 5 Ann(lN). 

2.5 设 f: 时 一 六 是 中 模 满 同 态 , 玉 是 M 的 一 个 子 模 , 证 明 : 

上 落下 Ker = 0, 则 flx :五 一 六 是 单 同 态 ; 

(2) 若 KE+Kerf = MM, 则 flx :于 是 满 同 态 . 

2.6 证 明 对 六 模 邮 ,有 达 模 同 构 Homa(RR， MN MM. 

2.7 设 4 是 一 个 也 柳 ， 把 以 n 为 模 的 剩余 类 环 记 为 Zn = Z/(n) = 
合 ,T… ,nn 二 1}. 证 明 

Homz(Zm, A SE Alm] = {a Ee A|ma = 0}. 
利用 这 个 结果 证 明 
Homsz{Zm, Zn) Bem,n) 

这 里 (m,n) 表示 和 和 于 的 最 大 全 因子. 

2.8 确定 Homz(Z, 下,)、Hlomz( 互 。 瑟 }、 开 omz( 人 ,名 )、Homz( 有 二) 以 及 
Homz(Q, Q). 

2.9 设 虹 和 六 都 是 忆 模 ， 

Ann(M}= mB, Anmn(N)=ng, Ann{tHomz(M,N))= 民 
{注意 到 等 化 子 是 整数 环 Z 中 的 理想 , 是 由 一 个 正 整 数 生 成 的 主 理想 }. 证 明 4 
除 最 大 会 因子 (Gm, 7). 

2.10 设 呈 是 一 个 整 环 . 

人 如果: Ad 一 NN 是 卫 模 同 态 , 证明 f(T(CM)) CT(N). 从 而 诱导 了 
在 TCM) 上 的 限制 同 态 方 :TI) 一 TI(N); 

(2) 如 果 0 一 下 二 好 乌 作 是 及 模 同 态 的 正 全 列 , 则 序列 0 一 T(K) 五， 
T(M) 了 3 了 T(N) 也 正 合 ; 

(3) 试 举 一 例 说 明 由 正 合 列 M 名 N 一 0 导出 的 序列 T(M) 322 TT(N) 一 
0 不 一 定 正 合 . 

2.11 设 有 五 模 同 态 的 交换 图 : 

三 B 


D 五 
a a Y 6 E 
A | B' Oo pr pp 
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其 中 水 平 的 两 行 都 是 正 合 列 , 试 证 : 
{1) 如 果 a 是 满 的 , 8 和 # 是 单 的 , 则 ?是 单 的 ; 
(2) 如果 = 是 单 的 , 8 和 #5 是 满 的 , 则 是 满 的 ; 
(3) 如 朵 a、B、5 和 < 都 是 同 构 , 出 了 也 是 同 构 . 
2.12 (1) 如 果 0 一 4 一 性 0C 一 0 和 0 一 CD 一 琅 _)0 都 是 
卫 模 同 态 的 短 正 全 列 , 则 0 一 4 一 B 95 D -太一 0D 也 是 正 合 列 : 
(2) 利用 (1) 的 结果 证 明 任何 正 合 列 都 可 由 一 系列 短 正 合 列 粘 结 而 成 
2.13 (1) 设 有 有 限 循环 宛 模 MM = ZZ,, 则 必 有 如 下 短 正 合 列 : 
0 ZHZSM 0 
{ 即 给 出 名 模 同 态 了 和 yg 的 定义 .} 
{2) 证 明 存 在 多 模 的 正 合 列 : 
0 一 Z2 一 24 -4 
3.14 试 给 出 两 个 至 模 同 态 短 正 合 列 的 例子 : 
D044 Bo oC 0, 0 4 BC 0, 


使 得 

(1) A A', BEB', CO. 

(2) 4 宇 A', BB',CO; 

(3) AS¥ A BEB', Co. 

2.15 设 有 三 个 实 向 其 空间 UV、V 和 W, 其 维 数 分 别 为 1 3 和 2. 设 {uj 是 
区 的 基底 , {v1, v2,v3} 是 六 的 基底 , {wn,w2} 是 人 的 基底 . 玉 同 态 F: rr -，T 
定 交 涯 fromu) = apl 十 ava gog: oo 定 习 为 god 十 crya 十 G3V3) = 
CW 十 Gatws. 

(1) 证 明 序列 9 一口 让 VV 久 WW 一 0 在 处 和 全 处 正 合 , 但 不 在 六 处 
正 合 ; 

(2) 证 明 存 在 g' :TY 一 W 使 得 0 一 UV 多 WW 一 0 正 合 

(3) 证 明 存 在 广 : UV 一 V 使 得 0 二 如 VV 驴 W 一 0 正 合 

2.16 设 有 如 下 由 两 个 短 正 合 行 构成 的 交换 图 


0 —~4 / ~B 9 -人 
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如 时 其 中 是 同 构 , 证 明 a 是 单 同 态 而 + 是 满 同 窟 . 而 且 a 是 满 的 当 且 仅 当 


了 是 单 的 . 
2.17 设 有 如 下 由 三 个 短 正 合 行 构成 的 交换 图 如果 中 间 的 列 是 正 合 的 , 证 


表 右 端的 列 为 正 合 当 且 仅 当 左 端的 列 为 正 会 


0 .4 1 .8B 9 .0 0 
} I 了 

0 ” f B” 如 Pept 0 
0 0D 0 


31-3” 模 的 直 和 与 直 积 


直 和 和 直 积 是 从 已 知 的 模 构造 出 新 的 模 的 最 简单 的 方法 ， 设 Mi， 
M2 都 是 已 模 , 我 们 可 以 构造 一 个 集合 好 为 : 
时 ={(etzxoj|zleaazraceatl 
然后 再 定义 M 上 的 加 法 运算 和 也 模 结构 为 
(ZiT2) + (WY2) 一 (zi + Hi; 22 + ya), 


alz1, T2) = (ax1, ax2). 
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不 难 验证 MM 成 为 一 个 下 模 , 我 们 把 六 称 为 模 Mg 和 Mz 的 直 和 (direct 
Su), 记 为 M1 加 Mo. 
对 于 模 的 前 和 可 以 定 久 两 个 典范 内 射 : 


:Mo MM a: Ms — Mg MM 
TL Fr 人 (zl,0) z3 mm 【0,z3) 
这 两 个 典范 内 射 实际 上 把 J; 同 构 地 嵌入 直 和 Jan @ M2 作为 子 模 . 另外 
还 可 以 定义 两 个 典范 射影 : 
ni: NBs — Mi Ta li MBM — MM 
(zty zz) m+ Xl (xX1)T2) my Zo 
它们 都 是 满 问 态 . 不 难 验证 在 典范 内 射 和 典范 射影 之 问 丰 下 列 关系 式 : 
Tl 二 Ls Tt 一 la, 
Ti1t2 = O, m2rt = 0, 


iT 十 tana = La My. 

关于 两 个 模 的 资 和 , 我 们 有 以 下 的 典范 短 正 合 列 : 

0 一 MN 人 Nf DM» > NM 一 0, 
或 

0 一 Mi 3 MB My 和 -全 0. 
这 种 类 型 的 短 正 合 列 称 为 分 裂 的 短 正 合 列 ( 见 定义 3.1 及 命题 3.2). 

与 作 直 和 的 过 程 相反 的 是 把 一 个 模 “ 分 解 * 为 它 的 子 模 的 直 和 . 设 MI 

和 M2 是 张 成 MM 的 两 个 子 模 , 即 


ad 一 ad 十 Ta， 
并 且 这 两 个 子 机 又 是 互相 独立 的 , 即 
MN Ms = 0. 


我 们 可 以 神 造 一 个 映射 : 
z: A DN — MM 
(za T2) 上 一 全 X12. 
不 难 验证 映射 1 是 五 模 同 态 , 由 M = di + Ms 可 以 知道 ;是 满 同 态 . 为 
证 i 是 单 同 态 , 设 (zl, zz) € Keri, 则 zi = -za E MI 但 M2 = 0 从 而 
Zl1 二 ZX2 二 0. 这 样 就 有 
MM @ Mo. 
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我 们 称 ML 是 它 的 子 可 M1 和 hs 的 内 直 和 {internal direct swm). 实际 上 
在 同 均 的 意义 下 直 和 与 内 直 和 并 无 本 质 上 的 区 别 . 因此 我 们 也 把 内 直 和 
写成 邓 = Mi 外 Mz 的 形式 , 不 难 证 明 MM = Mh 昌 Moz 当 且 仅 当 对 任何 
一 个 + € MM 都 存在 唯一 的 x1 € Ri 以 及 za E M2 使 得 z= 1 十 和 区 2. 

并 不 是 邓 的 所 有 子 模 都 能 出 现在 好 的 直 和 分 解 中 的 . 如 果 有 HM = 
Mi 四 Ma, 就 称 MM 和 Ms 是 的 直 和 项 (direct summand), 并 且 azi 和 
Ms 互 为 对 方 的 直 和 补 (direct complement). 直 和 补 一 般 不 唯一 . 

下 面 我 们 要 研究 如 何 确定 一 个 子 模 是 不 是 直 各 项. 


引 理 3.1 设 f:N 一 轩 和 g:MM 一 入 是 民 模 上 月 术 ,使 得 


gf = Lv， 
则 于 是 单 同 态 , 9 是 满 同志 , 并 且 
NM =Imf Keryg. 


证 明 : 留 给 读者 作为 练习 ， 口 
定义 3.1 我 们 犯 满足 引 理 3.1 条 件 的 了 称 为 分 烈 单 同 态 (sp 天 mono- 
morphism), 9 称 为 分 烈 满 同 态 (sp1 福 epimorphism). 如 果 短 正 会 列 
O00oMSMSM 0 
中 了 是 分 裂 单 同 态 ; 9 是 分 裂 满 同 态 , 则 称 此 雹 正 合 列 为 分 裂 的 (spi). 
根据 这 个 定义 , 以 下 序列 是 分 裂 正 合 列 : 
0 MD MM 3 M2 0, 
其 中 心 是 分 烈 单 同 态 , rs 是 分 烈 满 同 态 . 
命题 3.2 关于 忆 模 同志 组 正 合 列 
| 0 -> MM EN MSM— 0 
的 下 列 论断 是 等 价 的 : 
(1) 序列 是 分 型 区 ; 
(2) 音 同 态 了 :di 一 MM 是 分 用 的 ; 
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(3) 满 辐 志 g :人 一 1 是 分 虱 的 ; 
(4 Im 二 Kerg 是 J 的 直 和 项 ; 
(5) 每 个 同志 刻 : A 一 和 N 通过 了 半分 解 ;: 


Q —~ Mf { A 


(6) 每 个 同 态 产 : WwW 一 da 通过 g 分 解 ; 


9 


M Mi 0 
条 


元 ， 


(7) 存在 经 正 合 到 问 的 同 构 : 


0 AF Mo NM 0 
lm 由 Lad 
£1 To 
NFL M1 B NM -Ni > 站 


证 明 : (地 2)、 扣 )>(3) 和 (7) 寺 (0) 是 显然 的 ， (2) 过 (4} 和 (3) 志 (4) 
可 由 引 理 3.1 得 出 ， 

全 汪 合 ) 设 好 的 直 和 分 解 为 好 = Imf@ 芭 . 由 于 上 是 单 的 , 对 每 
个 m E 对 存在 唯一 的 ml E Mi 以 及 大 E 信使 得 m = Fri) 十 大 定义 
h:M 一 入 为 

Bh:m= fm)+ky hfrmz), 


则 是 忆 模 同 态 征 有 Rf = 上 h， 
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(全 >(6) 设计 的 直 和 分 解 为 MM = Kerg@KK. 由 于 KNMKerg = 二 0 以 
及 9g(MD) = 9(K), 帮 g|k : K 一 M2 是 癌 构 . 取 glx 的 递 9/ : M2 一 五 ， 
则 玉 = gh :NN 一 MH 是 忆 模 同 态 且 有 gh = 上 

(5) 坟 2) 与 (6) 坟 (3) 分 别 取 入 = Mi 以 及 N = Mo, 再 令 hh 二 1 
即 可 . 

(一 (7) 设 有 产 : M 一 Mi 使 得 hf = 1m; 则 可 定义 多 : MM 一 
aa 四 Ma 为 gm = (h(n),g(m)). 由 于 gf = 0 有 使 上 图 可 交接, 由 引 
理 2.9, 这 是 一 个 同 梅 ， 口 


现在 我 们 要 定义 任意 多 个 模 的 直 积 和 直 和 . 设 {Mi | i & 1} 是 一 族 
五 模 , 这 里 的 指标 集 上 可 以 是 有 限 或 无 限 . 首先 我 们 构造 这 些 集合 的 直 积 
M = [Mish 的 元 案 可 以 看 成 是 {mi], 其 中 ms E Mi. 我 们 可 以 定义 
这 个 集合 的 一 个 加 法 运算 以 及 一 个 记 模 运算 为 

{mi} + {fmt} = {mtm), afmi = {am:}. 

不 难 验 证 M 关于 这 样 定义 的 运算 构成 一 个 忆 模 , 称 为 模 1M; 的 直 积 (direct 
Zroduct), 仍 记 为 [[ Mi;. 
. tE 了 

对 于 每 个 E 了 映射 


Ti : 工 [Mi 一 一 M; 
{mi} oo mm; 


是 五 模 的 满 同 态 , 称 为 这 个 直 积 的 典范 射影 (canonical projection). 


从 直观 上 看 , 直 积 就 是 把 一 些 模 互相 独立 地 放置 在 一 起 .下 面 的 合 
题 就 刻画 了 直 积 的 这 一 基本 特征 . 


命题 3.3 (1) 对 于 任意 的 一 个 岂 模 衣 以 及 一 族 民 模 同志 {fi :N 3 
NM:}, 存在 唯一 的 且 模 同 坟 了 :和 N 一 > [] Mi; 使 担 
《人 了 了 


户 =m viel. 
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a7 记 
Ta 了 
YE 工 
{2) 如 果 忆 模 有 如 带 有 一 族 主 樟 同 坟 {pi: 4 -全 1E 人 使 得 对 
于 任意 的 一 个 忆 模 NN 以 及 一 族 民 模 同 杰 {所 :入 一 ) Mi}, 必 存 在 唯一 
的 号 模 同 坊 了 :NN 一 M 满足 
f=pf viel. 
则 有 五 模 同 构 多 :1 一 UM 并 且 pi = Xi. 


证 明 : (1) 只 需 定义 映射 了 为 了 (n) 二 {天 (n)), 不 难 验证 方 = zj 下. 

为 证 唯一 性 , 设 还 有 9g :NN 一 > lM 满足 f= zjg Yi ET 设 

9(n) = {i}, 则 2 = zyg(n) = fj), 即 g(n) = {天 (nm)} = 了 ln), 因此 
9g=f. 

(2) 先 用 入 = 他 忆 及 庆 = pi 代入 (1), 则 存在 六 模 司 态 4 :ii 一 
UM 满足 p; = Xp YI EI. 再 用 NN = UM 以 及 天 = 二 7 代入 条 件 
2), 则 存在 R 模 同 态 光 : 也 Mi 一 用 满 是 三 Py Y7T ET 由 于 
Ti (PH) = Ni = NIM 从 杀 件 (1) 中 的 唯一 性 就 有 dw = lnm; ( 见 下 图 

左 ), 类 似 地 从 条 件 (2) 中 的 唯一 性 可 得 W% = lw ( 见 下 图 右 ). 因此 是 
五 模 同 构 .， 口 


[IL M 

4ET 

4 | BB) li Nd 
p 

I M 一 一 一 和 
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把 这 个 命题 的 结论 换 一 种 麦 达 方式 , 就 是 于 面 的 命题; 
命题 3.4 对 于 召 模 的 恋 {1Adi |iE 卫 以 及 民 模 和 N, 有 以 下 的 民 摸 同 


构 : 


I HomnrtN, Mi) HomR (aI ta.) - 


3E 了 斌 了 
证 明 : 根据 命题 3.3, 只 要 定义 上 映射 
6: [| HomatN, at 一 Homa m 11) 
iEF SET 


为 oH{ 天 = 陡 即 可 ， 口 
如 果 我 们 取 直 积 区 Mi; 的 一 个 子 集 : 


ad = | {me TI MM | 除 有 限 个 iE 了 外 , 都 有 ms -| 


证 了 
不 难 验证 这 是 一 个 子 模 . 称 这 个 模 为 吾 模 族 {Mz;} 的 直 和 (direct sum)， 
记 为 由 M:. 
i:E 


对 于 每 一 个 jE 了 映射 
好 Ji 一 小 BD M: 


iET 
Ty 上 {-… ;0, 73, 0 
是 召 模 的 单 同 态 , 称 为 这 个 直 和 的 典范 内 射 (canonical injection). 
命题 3.5 (1) 对 于 任意 的 一 个 吾 模 六 以 及 一 疆 吾 模 同 态 {g; : 
2Mi 一 入), 存在 唯一 的 民 模 同 楼: 四 Mi 一 YN 使 得 
iEf - 


gg=; Wel. 
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(2) 如 果 忆 模 JM 带 有 一 族 忆 简 同 坊 {ij : Mi 一 诈 |7E 了 使 得 
对 于 任意 的 一 个 呈 模 和 N 以 及 一 族 民 模 同 态 {gi ; Mi 一 入}, 必 存在 叭 
一 的 鼠 模 同 态 5: 1 一 六 满足 


9 = Oy v7 El, 
则 有 吾 寞 同和 构 & :时 一 条 让, 并且 司 二 用 
YE 
证 明 : (1) 只 需 定 义 上 映射 为 5({mi]】) = 2 9i(mm) 即 可 , 由 于 mi 中 
只 有 有 限 个 不 等 于 零 , 因此 右 端的 和 式 有 意义 . 其 余 不 难 验证 . 
(2) 证 明 类 似 于 命题 3.3，、 口 


类 似 于 直 积 的 情形 , 把 土 述 命题 的 结论 换 一 种 表达 方式 , 就 是 下 面 
的 命题 : 
命题 3.6 对 于 民 模 的 族 {2M; | iE 了 以 及 及 简 人 ,有 以 下 的 忆 模 同 
柏 : 
[Homa(m,, N) Hom (@ Mi, x] . 
GE 了 证 二 
证 明 : 很 据 命题 3.5, 只 要 定义 觅 射 
内: [| Homa(Mi, N) 一 Hom (@ mn) 
?EI tT 
为 8({9i)) = 了 了 即 可 . 口 
从 直 积 各 直 和 的 定 文 可 以 看 出 , 当 指标 集 ? 无限 时, 直 积 和 直 和 是 不 
同 的 , 而 当 指 标 集 有 限时 , 直 积 和 直 和 是 同一 个 模 . 
命题 3.7 设 {dilaiE 丰 是 丸 模 朵 的 一 族 子 横 , 并 且 满 足下 列 两 个 
条 人性: 
(1) WM = 9 Mi; 
i€EI 
(2} 对 每 个 了 jE, 辱 MN MM = 日 ， 这 里 邮 ; 一 3 NM;. 
i 
则 看 在 同 物 和 兰 四 Mi. 


+ET 
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证 明 : 读者 参照 本 节 开 始 时 对 了 工 = {1,2} 博 形 的 讨论 ， 自 己 完 成 证 
明 ， 口 
这 时 我 们 称 于 是 它 的 子 模 的 内 直 和 , 仍然 记 为 作 = DM 


练 习 1-3 
3.I 证 明 引 理 3.1. . 
3.2 设计 = Mi 四 … 田 对 ,验证 典范 射影 : M 一 ?Mi 与 典范 内 射 
iM 一 + MM 间 满 足下 列 关系 : 
{1) Hiti Ls: 对 二 1, + ,nn; 
(2) zojti 二 0 对 i 关 育 
{3} um + teni t+ + inTn = LM. 
3.3 设 邮 是 模 , Mi; (1 所 1 所 0 是 子 模 , M = 车 Mi 并 满足 以 下 条 件 : 
Mi N Ma = 0, 
(M1 + Mo)N Ms = 0, 


则 MM = 四 旗 、 

3.4 设 p 是 素数 , e 是 正 整数 , 试 证 Zap*) 作为 马 模 不 是 两 个 非 零 子 模 的 直 
和 . 这 一 结论 对 名 是 否 正确 ? 

3.5 证 明 : 作为 儿 模 避 m, 宇 Zm 四 Zn 当 且 仅 当 mm 与 n 瑟 素 - 
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自 击 模 可 以 说 是 刁 模 中 最 简单 的 一 种 ， 它 的 特点 就 是 存在 一 个 基 ， 
使 得 和 模 中 所 有 的 元 素 都 可 唯一 地 表 成 基 元 素 的 线性 组 合 , 域 了 上 的 向 量 
空间 就 是 自由 模 的 典型 例子 . 
如 果 集 合 到 是 五 模型 的 生成 元 集 , 那么 MM 中 每 个 元 过 都 能 写成 六 
中 元 素 的 电线 性 组 合 . 一 般 地 说 , 这 种 表示 方法 不 是 唯一 的 . 如 果 半 是 
线性 无 关 的 , 那么 线性 组 合 的 系数 就 是 唯一 确定 的 . 
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定义 4.1 设 天 是 吾 模 册 的 子 集 , 如 果 对 于 其中 任意 有 限 个 不 同 元 


TI Tn 


dT1 二 intn 一 人 一 a 二 D, Vi, 


则 称 专 是 线性 无 关 的 (inearly independent). 如 果 站 是 的 生成 元 全 
会 , 并 且 互 是 线性 无 关 的 , 则 称 疏 是 下 的 一 个 基 (fbasis). 如 果 瑟 模 们 稿 
有 一 个 基 , 则 称 下 是 自由 模 (free module). 


例 4.1 当 五 是 域 时 , 忆 模 就 是 一 个 向 量 空间 ， 而 向 量 空 间 必 有 基 在 
在 , 所 以 这 时 的 呈 模 都 是 自由 横 . 

例 4.2 自由 名 模 就 是 自由 Abel 群 . 

命题 4.1 WV 是 自由 忆 模 当 且 仅 当下 是 它 的 裙 环 民 于 模 的 内 直 和 和: 
= 时 全 而 且 每 个 也 者 同 攀 于 尽 

证 明 : (一 ) 设 革 是 的 一 个 基 , 对 每 个 zx E 反 存在 一 个 循环 子 模 
7z 二 BRz. 由 于 关 线性 无 关 , 因此 = 的 零 化 子 Ann(%) 二 D 从 而 大 实 
/Ann(z) = 至 由 无 的 线性 无 关 性 可 以 得 出 人 大门 | 六 5 = 0, 
利用 命题 3.7 就 可 推出 VY 是 它 的 子 模 太 的 内 直 和 , 即 六 二 加 访 而 日 
VaR. 2 

( 守 ) 设 太 = Ri 取 王 = {x | i eT 了) 我 们 要 证 明 瑟 是 7 的 一 
个 基 ， 关 生成 VY 是 显然 的 ,现在 设 有 半 7iz; = 0， 由 直 和 的 性 质 可 得 
mi 二 0 由 于 Ti 富 RR 因此 Ann(zi) = 0, 即 m 一 由 这 就 证 明了 访问 
性 无 关口 


命题 4.2 如 果 允 是 自由 檬 , 则 存在 一 个 集合 息 以 及 集合 的 映射 
‘让 一 ?WW 使 得 对 任意 的 及 机 MM 以 及 集合 的 映射 上 :天 一 JM 存在 
唯一 的 呈 杰 同志 了 :VV 一 1M 满足 了 = 了 ( 见 下 图 )， 
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,3 了 
x i Md 

证 明 : 取 的 基 着 , 设 包 含 映射 为 。 : 五 一 ?+ WV, 则 对 任意 的 卫视 
MM 以 及 集合 的 映射 : 一} 好 定义 了 :TY 一 村 为 了 (Driwi) = 
吏 r;f(z;), 不 难 验 证 了 是 岂 模 同 态 且 天 = f. 唯一 性 可 内 VW 中 元 素 可 被 
唯一 地 表示 成 基 元 素 的 钱 性 组 合 这 一 性 质 导 出 口 


命题 4.3 任何 电 模 MM 都 是 自由 模 的 窗 . 如 果 寻 是 有 限 生成 的 , 那 
各 眶 可 以 是 有 限 生 成 自由 模 的 商 . 


证 明 : 取 M 的 一 个 生成 元 集 成, 当 M 有 限 生 成 时 , X 可 取 成 有 限 
集 作 自由 模 V = 乱 R。, 这 里 的 忆 。 是 与 如同 构 的 循环 模 . 令 i(z) 等 
于 Rs 的 生成 元 就 可 定义 集合 的 映射 :: 无 一 7. 令 f :不 一 他 为 
包含 映射 , 根据 命题 4.2 存在 呈 模 同 态 了 : V 一 * M 使 得 fi 二 了. 显然 
基 = 了 f(X) CF(V), 从 而 MM = (XX) C 了 (WV), 即 了 是 满 同 态 . 因此 M 是 
自由 模 的 商 模 ， 口 


命题 4.4 设 f :MM 一 NN 是 只 模 满 同 杰 ,hh:V 一 NW 是 从 自由 模 
六 映 到 模 N 的 同 态 , 则 必 存 在 忆 模 同 术 及:V 一 了 邮 使 得 户 = fh. 


证 明 : 设 及 是 自由 模 V 的 基 , 4 :太一 VY 是 包含 映射 . 由 于 是 满 
同 态 , 对 每 个 < E 长 可 以 找到 一 个 mz E M 使 得 fms) = h(xz). 作 映射 
了 下 于 

TE me 
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根据 命题 4.2 存 在 R 模 向 容 有 : V 一 、j4 使 得 hi = g. 于 是 映射 fh = ju. 
根据 命题 42 中 的 唯一 性 , 就 可 得 出 大 = 户口 

注意 命 十 4.4 中 的 同 态 不 一 定 唯一 , 

下 面 我 们 考虑 有 限 生成 的 自由 模 . 

我 们 知道 , 向 量 空 间 的 维 数 是 不 变 的 , 即 它 的 任意 -一 个 基 都 由 相同 
个 数 的 向 量 构成 , 而 这 对 于 一 般 的 召 模 并 不 成 立 , 同一 个 自由 模 的 两 个 
基 不 一 定 含有 相同 个 数 的 元 素 . 不 过 我 们 这 里 只 考 虐 卫 是 交换 环 的 情形 
这 时 有 以 下 的 性 质 . 

定理 4.5 设 人 是 有 限 生成 的 自由 忆 模 , 则 六 的 所 有 的 基 都 包 令 相 
同 个 数 的 元 素 . 

证 明 : 因为 V 是 自由 祝 , Y 有 一 个 基 {ei}. 另 一 方面 , VY 是 有 限 生 成 
的 , 所 以 YY = (un ;wn), 这 些 纪 都 可 由 有 限 个 ei 线性 表示 , 而 他 的 
每 一 个 元 素 又 可 由 这 些 wj 线性 表示 , 因此 VV 的 所 有 元 素 帮 可 由 有 限 个 @ 
线性 表示 , 这 表明 ei; 的 个 数 是 有 限 的 . 

现在 设 e1,… ,em 与 有 ,… ,所 是 VV 的 两 个 基 . 如 果 m 关 n, 不 妨 
设 m < 之 n, 叉车 


™m 


f=) oey, i=1,.-,n, aij € HR, 
j=1 
nn 

bf j= m, be ER, 
下 一 


ai 一 由 对 二 1 ,Nn 了 二 宙 十 1 ,nm, 
bj = 0, 对 j= m+tl ,n= 1 ,n, 
得 到 nn 阶 方 阵 4 = (a;)), B= {Byp), 由 于 


= abrfe, 


上 二 1 了 一 主 


DS aisbye = 67k, 


了 


可 得 
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即 4B = .由 于 尺 是 交 摘 环 , 行列 式 理论 仍然 有 效 . 等 式 两 边 取 行列 
式 即 得 


det Adet B= 1. 
可 是 , 当 m < 时 有 det 4 = det B= 二 0, 牙 插 ， 口 


定义 44.2 设 民 是 交接 环 , WV 是 有 限 生成 自由 檬 , 则 把 人 中 的 基 元 素 
个 数 称 为 VV 的 秩 {rank), 记 为 rkrV, 


显然 自由 模 的 秩 是 向 量 空间 维 数 的 推广 . 

从 命题 4.1 可 知 n 秩 自由 忆 模 必 司 构 于 R 旬 … 鲁 及, 简 记 为 R(™. 
国 此 秩 相 同 的 自由 模 都 是 同 构 的 ， 尽 t 具有 与 m 维 向 量 空间 类 似 的 人 性 
质 . 在 向 最 空 间 理论 中 , 当 基 取 定 后 , 线性 变换 与 矩阵 间 存 在 一 一 对 应 的 
关系 , 类 似 地 , 我 们 在 自由 羽 模 同 态 与 玉 上 的 些 阵 间 也 可 建立 一 一 对 应 
关系 , 即 


Homa(R™, RY)) Mn (BR), 
jsm( 二 是 元 素 在 吾 中 的 呈 xm 矩阵 的 加 群 , 上 面 的 同 构 是 加 群 的 同 构 ， 
此 外 还 有 环 同 构 : 
HomaR(R®, RY ~ M(B), 


具体 的 实现 方法 请 读者 自己 补 出 . 

当 五 是 主 理想 整 环 时 , 自由 模 还 有 一 个 重要 性 质 . 

. 定理 4.6 设 民 是 主 理想 整 环 ,VV 是 nn 秩 自 由 民 模 , 则 V 的 任 一 子 模 
NN 都 是 自由 模 , 而 卫 IkN nn. 

证 明 : 当 N = 0 时 , 我 们 认为 它 是 0 秩 的 自由 模 , 现在 对 n 用 数学 归 
纳 法 , 当 n = 1 时 , V 兰 总, 它 的 子 横 六 就 是 六 的 理想 , 所 以 N = (月 . 车 
f= 二 0, 则 Y= 0, 否则 , 因 如 是 整 环 , 有 Ann(f) = 0, 可 得 六 兰 吾 .所 以 
六 是 以 二 为 基 的 自由 模 

现在 设 n > 1, {ei,:… :en} 是 .7 的 基 . 令 玉 = (ez ;en)， 则 
玉 是 n 一 1 秩 自 由 模 ,六 = V/K 是 具有 基 页 = ei + 长 的 自由 模 现 
在 六 = (N+)/K 是 VY 的 于 模 车 玉 = 0, 则 NC K, 利用 归 
纳 法 很 设 即 可 得 定理 的 结论 .现在 设 存 六 0, 则 由 = 1 时 的 结果 可 
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知 户 有 一 个 要 五 = 五 + 瑟 , 所 以 我 们 可 选取 卢 E N, 再 把 妇 纳 甬 
设 应 用 到 KK 的 子 模 入 nN KK, 可 知 当 入 阁下 关 0 时 , Nn K 有 一 个 基 
{0<m 一 1 nn 一 1. 我 们 可 断定 {i, 户 ,… ,fw} 是 NN 
的 基因 为 设 yE N, 则 J = 二 y+ E 从 ,所 以 = 及 ,bi € 民 . 这 
意 球 着 y 一 己 户 € KK 又 因 刀 及 € NN, 可 知 一 于 志和 E NN K, 所 以 
y—f=bfot-- + bmnfn;, y= 2 byfs;, 这 说 明 { 方 } 生成 了 NN. 现 

了 


在 假设 =0, 则 万 = -总 5 万 = 因 页 是 浆 的 基 , 所 以 
了 一 


站 二 0 又 因 { 玉 ,… ,fm} 是 和 NN KK 的 共 , 由 bfy = 0 可 得 = 0, 
2 7 了 mm 所 以 {及 } 构 成 六 的 基 - 如 果 NNK 二 0, 则 同样 讨论 可 和 证 万 
是 六 的 基 .， 口 

说 明 4.1 定理 46 对 于 无 限 秩 自 由 模 仍 然 正 确 , 但 证 明 更 转 难 . 


练 习 1-4 

4.1 设 VV 是 有 限 生成 自由 模 证 明 : 若是 V 的 满 射 自 间 态 , 则 f 是 同 构 . 
落 # 是 单 自 同 夸 时 , 了 是 不 是 一 个 同 构 ? 

4.2 设 M, 六 是 m 秩 和 #N 秩 的 自由 尼 模 , 证 明 Homntad, NN) 是 mn 秩 的 自 
由 模 - | 

4.3 设 民 是 整 环 , te1,-… ,en} 是 自由 模 T 的 基 . 置 天 一 并 aej (1 < 

2 
i 全 9), 这 里 和 二 (0) € Mn(B) 证 明 { 丹 ,… ,后 } 构成 由 它 生成 的 V 的 子 
模 KK 的 基 的 充 要 条 件 是 det 4 关 DP， 证 明 对 任意 的 五 二 十 片 < VJ/K 都 有 
(det A}E = 0. 
”双生 证 明 避 不 是 自由 也 模 . 
4.5 如 果 自 由 卫 模 的 子 模 都 是 自 由 模 , 证 轩 及 一 定 是 主 理想 对 和- 
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在 红 2 已 经 定义 了 请 模 HomR(JM,N). 如 果 有 忆 模 同 态 了: 4 一 > 
B, 则 了 可 诱导 忆 模 的 映射 
1: HomRtM 4) 一 ~ Homp(M,D) 
h FD) fh 
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fh) 


『 
MM 
不 难 验 证 了 是 五 模 同 态 , 有 时 也 把 它 记 为 HompfaMd, 让. 类 似 地 , 五 模 同 
态 丰 :4 一 ?也 可 诱导 已 模 的 映射 : 
f: Homan(B,N) 一 Homa(A,N) 
大 Ff 


于 也 可 记 为 Homa(f, NN). 
命题 5.1 设 有 恶 模 辣 态 的 序列 
0 有 A 性 记忆 (5.1) 
则 此 序列 正 会 的 充 要 条 件 是 对 所 有 的 用 模 用 以 下 的 序列 者 正 合 : 
f 一 Hompg(M, A) 忆 Roma{M, 了 B) 马 Homamfadt, OC). {5.2) 


证 明 : (>) 为 证 (5.2) 正 合 , 需 证 (1) 了 是 单 同 态 ; (2) 37 = 0 即 
Im 了 S Kers; (3) Kerg C Imf. 

(1) 设 对 E Hom(M, 4) 有 F(Ah) = fh =0, 则 由 (5.1) 的 正 合 性 可 
知 了 是 单 同 态 , 根据 命题 2.1(4) 就 有 = 0. 

(2) 设 h E Hom(M, 4), 由 (5.1) 的 正 合 性 可 知 gf = 0, 从 而 下 (站 = 
gfh 二 0. 也 就 是 说 于 = 0. 

(3) 设 h€ Kerg C Hom(MM,B), 则 了 6) = gh = 0, 也 就 是 说 
Im 和 G Kerg = Im 访 其 最 后 一 个 等 式 来 自 (5-1) 的 正 合 性 . 又 因 上 是 单 
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同 态 , 因此 在 In 了 上 是 可 赣 的 , 即 1h € Hom(M, 4A) 是 有 意义 的 . 这 
样 就 有 有 = 了 (f-1h) € lmf. 

{< 二) 为 证 (5.1) 正 合 , 需 证 : (1) Kerf =0; (2) gf = 0 即 Imf SC 
Ker g; (3) Kerg C Im f. 

0) 取 MM = Kerf, i: Ker 了 一? 4 为 包含 同 态 , 则 由 (i) = fi==0 
可 得 i = 0 (因为 了 是 单 同 态 ), 即 Ker f = 0. 

(2) 取 MM =4. 风 gf = 9f14 = #7(1a) = 0(14) =0. 

{3) 取 亲 = Kerg, 7 : Kerg 一 + BB 为 包含 同 态 , 则 由 957) = gj = 二 0 
可 得 9 < Ker5 = Im 六 因此 存在 hE Hom(Kerg,4) 使 得 7 = f(h) = 
fh. 也 就 是 说 对 任意 的 zE Kery 有 R(x) € 4 满 足 z = j(7z) = fF(h(2))， 
即 KergClImf. 口 


命题 5.2 设 有 忆 移 同 态 的 序列 


4 为 BSC OD, (5.3) 
则 紫 序 列 正 合 前 充 要 条 件 是 对 了 所 有 的 晶 模 NN 以 下 的 序列 都 正 合 : 
0 一 Homa(C, N) $ Homr(B,N) 5 Homa(A, N). (5.4) 


证 明 : 这 个 命题 的 证 明 可 以 模仿 命题 5.1 而 得 到 , 不 过 略微 困难 些 . 
下 面 仅 对 较 困难 的 部 分 提供 一 点 提示 . 

(一 ) 较 困 难 的 是 证 明 Ker 了 C lm$. 如 果 h € Ker f C Hom(B,N), 
则 0 = 了 (有 0 = hf, 0 = hl(Im 了 ) = htKer9)， 根 据 定理 2.4 存在 同 态 
有 :0 一 ) NN 使 得 h = hg = 5(R), 即 he Im5. 

(二 ) 通过 取 NN = C/Img 以 及 自然 同 态 v : C 一 ;NN 可 以 证 明 g 
是 浇 同 态 . 通过 取 NN = B/ Tm 了 以 及 自然 同 态 v : 阳 一 N 可 以 证 明 
Kerg C Im 了 . 最 后 取 N = C, 考虑 0 = f5(10) = gf 就 有 Im fC Kerg. 
细节 请 读者 补 出 ， 口 


上 面 的 两 个 命题 反映 了 短 正 合 列 与 用 Hom 作用 后 得 到 的 正 合 列 之 
间 的 关系 . 细心 的 读者 会 发 现 , 这 蛙 出 现 的 都 不 是 完整 的 短 正 合 列 , 不 是 
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左 端 就 是 右 端 似 少 一 个 箭头 , 遗 舞 的 是 这 个 箭头 一 般 是 无 法 补 上 的 . 反 
例 请 见 练习 5.1. 

从 这 两 个 命题 可 以 看 到 一 个 短 正 合 列 经 过 Hom“ 作用 "后 只 能 得 到 
一 个 左边 正 合 的 序列 , 所 以 我 们 称 Hom 是 "在 正 合 "的 (其 确切 的 意义 要 
到 下 一 章 讲 了 范畴 和 孙子 后 才能 明白 )， 

但 是 在 有 些 情况 下 经 Hom 函 子 作用 后 短 正 全 列 仍 然 变 为 短 正 合 列 ， 
例如 分 裂 正 合 列 的 情形 就 是 这 样 的 . 


命题 5.3 下 列 关于 号 模 和 民 摸 同 态 的 三 个 条件 是 等 价 的 : 
(1) 0 二 4 为 日 轧 C 二 0 是 分 办 正 合 列 
(2) 对 子 任意 前 呈 枢 伴 ， 
0 一 Homa(M, A) Homa(M,B) B Homr(M,C) 0 
是 分 裂 正 合 列 ; 
(3) 对 于 任意 的 且 模 NN， 
0 一 Homa(C,N) ® Homg(B,N) $ Homr(A,N) 3 0 
是 分 办 正 合 列 . 
证 明 : 我 们 证 明 纪 ) 与 (3 的 等 价 性 , 把 (1 与 (2) 的 等 价 任 留 给 读者 . 
(全 (3) 由 命题 3.2 知道 f 是 分 裂 单间 态 , 也 就 是 说 存在 同 态 六 : 
昌 一 4 满足 hf = 14. 由 态 诱 导 的 同 态 
六 : Homr(A, N) —+ Homn(B,N) 
满足 六 = 1goma(a.N). 因此 根据 命题 3.2 可 知 (3) 的 序列 是 分 弥 正 合 的 . 
(3) 坟 (1) 取 六 = 4 则 由 下 是 满 同 态 可 知 存在 hh : B 一 4 使 得 
14 = f(Ah) = hf, 由 命题 3.2 可 得 (1) 的 结论 ， 口 


命题 44 斤 述 了 自由 模 的 一 个 “ 提 逢 "性质 : 给 出 了 一 个 满 司 态 9 : 
昌 一 C 后 ,自由 模 V 到 模 的 任何 一 个 同 态 有 :VV -CG 都 可 被 提升 
为 VY 到 吕 的 同 态 : 
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B 
3 五 
9 
V h C 
其 实 这 个 性 质 就 相当 于 下 面 的 序列 正 合 : 


§: Homr(V, B) — Homa(V, CO) 一 0， 
它 补 上 了 命题 51 中 的 序列 (5.2) 所 缺少 的 右边 那 部 分 . 事实 上 自由 模 并 
不 是 具有 此 种 性 质 的 唯一 的 模 , 我 们 先 给 出 下 面 的 定 祥 . 
定义 5.1 设 已 是 一 个 呈 模 , 如 果 对 于 五 模 的 任 亏 满 同 态 0 :BB 一 } 妆 
以 及 王 模 同 态 六: 已 一口 存 在 同 态 严 : 疡 一 日 使 得 及 二 gh, 别称 户 
是 投射 模 (projective module】. 


3n 


B 2 CU 0 


说 明 5.1 投射 模 的 概念 首次 出 现在 HE, Cartan(Henri Paul Cartan, 1904~， 
中 译名 嘉 当 ) 和 5S. Bilenberg (Samuel Pilenberg, 1913~1998, 中 译名 艾 伦 
伯 格 ) 在 1956 年 出 版 的 专著 Homological Algebra 中 . 


从 这 个 定义 以 及 命题 4.4 可 得 以 下 定理 : 
定理 5.4 自由 民 模 孝 是 投射 模 ， 口 
从 定理 5.4 以 及 命题 43 即 可 得 到 以 下 推论 . 


推论 5.5 任何 只 税 M 部 是 投射 模 的 商 . 如 果 1 是 有 限 生成 的 , 那 
么 用 可 以 是 有 限 生成 授 射 模 抱 商 ， 口 


定理 5.6 二 列 关 于 只 权 卫 前 条 忻 是 靳 价 的 : 
(1) 号 是 投射 模 ; 
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(2) 如 果 g :如 一 局 是 满 同 坊 , 则 了 : Homr(PPB) 一 ?HomalP,C) 
也 是 满 同 态 
(3) 如 果 0 一 44 性 正 号 C 一 0 是 忆 模 同 态 的 短 正 会 列 , 则 


0 Homa(P,A) B Homa(P B) B Homr(P OC) 2 0 
也 是 下 模 同 态 的 短 正 合 列 . 
(4) 组 正 会 别 0 十 所 轧 昌 乌 卫 一 0 都 是 分 入 正 合 的 ; 


(5) 已 是 自由 模 的 直 和 项 , 即 存 在 自由 机 人 以 及 吾 模 政 使 得 Y 宕 
PK. | 


证 明 : (1 和 (2 等 价 是 显然 的 , 如 果 考 虑 到 任何 满 同 态 9 : 互 一 CC 
都 能 扩张 成 一 个 短 正 合 列 0 一 Kerg 已 刀口 一 0, 那 么 (2) 与 {3) 的 
等 价 也 是 显而易见 的 . 

(3) 过 (4) 由 (3) 可 得 正 合 列 

9 一 Homa(P,A) 4 Homa(P, B) B Homa(P,P) 0 

由 于 3 是 满 的 , 存在 hE Homa(PP,B) 使 得 1p = 5(h)} = gh, 利用 命题 
3.2(3) 就 可 得 出 (4) 的 结论 . . 

( 坟 (5) 由 命题 4.3 知道 存在 一 个 自由 寞 TY 使 得 王 是 它 的 同 态 象 ， 
也 就 是 说 有 一 个 满 同 态 9 : Y 一 P， 令 玉 = Kerg, 记 包 含 同 杰 为 
% ;六 一 ,就 可 得 到 一 个 短 正 合 询 : 


0 KSVSP 0. 


根据 (4) 这 个 短 正 台 列 是 分 裂 的 , 因此 V 守 甸 下. 


(5)3() 设 x :VV 衬 PP@K 一 PP 是 由 典范 射影 诱导 的 满 司 态 ， 
!: 卫 一 VY 守卫 @K 是 由 典范 内 射 诱导 的 单 同 态 . 我 们 有 如 下 的 交换 
图 : 


dD - 


现在 有 同 态 hx :Y 一 C, 根据 自由 模 的 性 质 (命题 4.4), 存在 同 态 
hk:V 一 号 使 得 pr = 9h'. 令 及 = hs: 了 一) B, 考 虚 到 二 1p, 就 
有 gh = ghii 二 hr = h. 因此 己 是 投射 模 ， 口 

例 5.1 设 忆 = Ze = {0,1,-… ,5}, 取 它 的 子 模 玉 = {0,3,4) 兰 Zs 
以 及 NN = {0,3} 衬 Z2, 则 民 二 KN, 因此 攻 和 对 部 是 自由 电 模 民 R 
的 直 和 项 , 从 而 都 是 投射 吾 模 , 但 它们 不 是 自由 有 R 模 . 

命题 5.7 设 {P |iE 站 是 一 族 民 模 . 则 直 和 DP 媳 投 射 民 模 当 

2E 
且 人 充当 每 个 都 是 投射 模 . 
证 明 ; 【一 ) 由 定理 5.6{5)， BDF 是 一 个 自由 模 的 直 和 项 , 已 作为 
[1 3 
D 请 的 站 和 项 也 是 这 个 自由 模 的 直 和 项 , 从 而 也 是 投射 模 ， 


———- 仆 
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【人知 ] 设 忆 :证 -一 DF 为 典范 内 射 . 设 有 注 同 态 9 : 吾 一 + 己 以 及 
同 态 h: BF —0, 则 对 每 一个 5 E 了 可 诱导 一 个 同 态 ir : 了 一 C， 
由 于 已 都 是 投射 模 存在 同 态 瑚 : 户 一 日 使 得 gh; = hij. 根据 命题 
3.5 直 和 和 的 性 质 , {hi} 可 以 唯一 确定 一 个 同 态 六 : BR 一 号 使 得 对 每 
一 个 je 了 都 有 吕 = hwy- 于 是 (gh)sy = gh = hwj. 再 利 用 命题 3.5 中 的 
唯一 性 , 可 以 得 出 钰 = 天 ( 见 下 图 }， 口 


Dr 


5E 了 了 
4gh=h 


gh; 
当 五 是 主 理想 整 环 时 , 投射 模 必定 是 自由 楼 . 


命题 5.8 主 理想 整 环 上 的 投射 向 必定 是 自由 模 . 


证 明 : 根据 定理 5.6(5), 投射 模 一 定 是 自由 模 的 直 和 项 , 因而 是 自由 
模 的 子 模 . 但 定理 46 告 诉 我 们 , 主 理想 整 环 上 的 自由 模 的 子 模 仍 是 自由 
模 , 因此 主 理 起 整 环 上 的 投射 模 都 是 自由 模 ， 口 


推论 5.9 主 理想 整 环 上 投射 模 的 子 模 仍 是 投射 税 . 

作为 本 节 的 最 后 一 个 内 容 , 我 们 要 引进 对 偶 模 的 概念 

定义 5.2 设 MM 是 必 模 , 则 称 忆 楼 Homa(Md, PR) 为 M 的 对 偶 模 
(dual module), 记 为 M*.， MM* 中 的 元 束 有 时 客 称 为 线性 泛 函 (linear 
functional). | | 

下 面 我 们 研究 M 的 重 对 偶 

M** = (M")* = Homr(Homa(M, R), RB) 

与 朵 之 间 的 关系 

定理 5.10 设 用 是 一 个 民 樟 . 
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(1) 看 站 忆 模 同志 9:M 一 > MM**. 

(2) 如 果 闻 是 自由 模 , 则 日 是 单 同 坟 . 

(3) 如 果 M 是 有 限 狂 的 自由 模 , 则 日 是 同 构 ， 

证 明 : (1) 对 于 ae MM, 我 们 定义 (ojEM*"= Homg(UM"*, 记 R) 为 : 

Bia}: M+ —} RR 
ff ? fta) 

请 读者 验证 8(o) 确实 是 M* 上 的 线性 省 函 , 并 且 8 蚌 民 模 同 态 . 

(2) 设 革 是 MM 的 其 如 果 a E 时 使 得 8ta) =0, 则 因 闻 是 自由 模 ， 
4 可 唯一 地 表示 为 & = Dr 其 中 六 € RR, zi EE 大 一 工 ， ,了 对 于 


3 二 1 n, 我 们 定义 如 下 的 集合 映射: 
fi: XB 
1， 如 果 z = zi 
| 0， 其 他 情形 . 
根据 自由 模 的 性 质 (命题 4.2), 存在 唯一 的 六 模 同 态 户 : 对 一 已, 它 是 
映射 天 的 六 张 , 因此 EMM 对 于 任意 的 了 Ed 有 


[Baji(f = Dre 
如 果 用 万 , ;= 1 mn， 一 一 代入 上 式 的 f， 就 可 得 到 mm = 0 对 1 二 
1,:… ,2. 因此 a = 0 
(3) 设 X = 人 ci za} 对 任意 的 六 ce 1M*, 记 。 二 = ci 令 
f= 二 ifi EM". 我 们 要 验证 了 一 f'. 为 此 取 任 意 的 a = 大 rzi. 计 
算 


2 


一 > > Sifi(rjyT;) = 2 si = fla)}. 


i=1 j=1 t= 
这 证 明了 Y= {所 | = ,0) 生成 了 M*。 我 们 还 需 验 证 了 是 
线性 无 关 的 . 为 此 只 需 设 2 3 六 二 0D, 再 把 这 个 线性 泛 函 分 别 作 用 于 
Tl, ,Tny 立即 得 到 si = … 二 sw = 0. 因此 六 成 为 对 偶 模 M+ 的 基 ， 
称 为 过 的 对 偶 基 . 可 见 对 偶 模 也 是 n 秩 自由 模 把 这 个 结论 应 用 子 MM* 
的 对 偶 模 MM* 就 可 知道 M** 也 是 秩 自由 模 , 而 且 有 一 个 与 了 对偶 的 
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基 {9(zi) |i 二 1,… ,n}. 现在 9 把 MM 的 基 映 到 M" 的 基 , 所 以 是 一 个 
同 构 ， 口 
如 果 王 模 肛 满足 Ms M**, 则 称 于 4 为 自 反 机 (reflerive module). 
显然 有 限 秩 自 岂 模 是 自 反 模 
练 习 1-5 
5.1 设 有 名模 同 态 的 短 正 合 列 : 


0 Zo Z 3 ZE 0 


no f=2n 
n 上 全 9(n) 一 鳌 


试 写 出 以 下 两 个 序列 中 出 现 的 同 恋 的 定义 , 并 证 明 这 两 个 序列 在 右边 都 不 正 合 : 
0 一 Homz(Z2,Z) 5 Homz(Z2, 2) SB Homz (Za, 22) 一 0, 
0 > Homz(Z2, 22) 5 Homz(2, Z2) 5 Homz(Z,Za) 一 0. 
”5.2 试 证 命题 53 的 条 件 {1) 与 (2) 的 等 价 性 
5.3 证 明 例 5.1 中 的 天 和 六 都 不 是 自由 Ze 寞 . 下 明了 和 2s 不 是 投射 宅 模 ， 
5.4 证 朋 Z。 是 Zn 模 的 充分 必要 条 件 是 n | m. 如 果 (m,n) = 1, 则 2 是 


381-6 内 射 模 


在 和 模 和 米 同 态 中 的 不 少 概念 可 以 道 过 同 访 或 同 态 的 交换 图 的 性 质 被 
定义 , 而 不 各 涉及 具体 元 素 的 性 质 . 例如 模 同 态 了 为 单 同 态 可 以 用 以 下 
方式 定义 (网 命题 2.1(3)): 了 为 单 同 态 当 且 仅 当 对 满足 f9 二 访 的 任意 
同 态 y 和 和 都 有 9 = ( 见 下 图 ). 


9 
Kk MM / MM 


对 于 这 种 类 型 的 概念 , 如 果 把 所 有 同 态 的 箭头 全 部 反 向 , 用 这 个 新 
交换 图 定 义 的 概 全 就 称 为 入 概 信 的 对 偶 梳 念 . 例如 把 上 面 例子 的 交 多 
图 的 箭头 反 向 后 可 得 到 下 面 的 交换 图 
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9 My 


从 gf = hf 可 以 得 出 g = 的 同 态 f 一 定 是 满 同 态 ( 见 命题 2.2(3)). 可 
见 单 向 态 和 满 同 态 是 互相 对 偶 的 概念 ， 类 似 地 , 直 积 和 直 和 的 概念 可 以 
用 下 面 的 交换 图 来 定义 (参见 命题 3.3 和 3.5): 


N 
条 
了 7， 9 
i [i 
TM 一 一 一 26 DM M; 
zc 了 4E 了 


不 难看 出 直 积 和 直 和 是 一 对 对 侦 的 概念 . 当然 这 里 的 概念 必须 是 能 利用 
交 摘 图 的 性 质 定义 的 , 不 是 任何 概念 都 能 对偶 的 - 现在 我 们 来 研究 投 
射 模 的 对 偶 和 概念 -一 内 射 模 . 


定义 6.1 设 了 是 一 个 吾 模 ， 如 果 对 于 忆 模 的 任意 半 同 坊 f :A 一} 
以 及 只 模 同 坊 用: 4 一 了 了 存在 同 术 及: 如 一 使 得 及 二 Rf 则 称 了 是 
内 射 模 (injective moduie). 


说 明 6.1 内 射 模 的 概念 是 于 1940 年 由 R. Baer(Reinhold Baer, 1902~1979, 
中 译名 贝尔 ) 提出 的 ， 比 投射 模 概 念 的 出 现时 十 几 年 ， 


定理 6.1 于 列 关 于 尾 模 工 的 条 性 是 等 独 的 : 
(1D 了 是 内 射 模 ; 
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(2] 如 果 了 : A 一? 吾 是 单 同 态 , 则 fF : Homa(B, 了) 一 HomR(4 
是 满 同 态 ; 
(3] 如 果 0 二 肥力 昌 驴 C 一 0 是 民 模 同 态 的 组 正 会 列 , 则 
0 .HomatC, 丰 BS Homa(B,T) BS Homr(A,D) 一 0 
也 是 忆 模 同 态 的 姐 正 合 列 ， 口 
这 个 定理 是 定理 5.6 的 对 侦 , 证 明 留 给 读者 作为 练习 


` 说 明 8.3 内 射 模 还 有 一 个 等 价 条 件 : 短 正 合 列 0 -一 了 刁 B 久 0C 一 0 者 
是 分 裂 让 合 的 , 为 证 明 这 个 结论 需 利 用 命题 5.2 以 及 定理 6.8. 


下 面 的 命题 是 命题 5.7 的 对 个 
命题 6.2 设 {1x | 和 EA} 是 一 族 R 袍 , 则 直 积 [] 了 是 内 射 民 措 当 
入 后 丰 
且 仅 当 每 个 五 都 是 内 射 模 ， 口 


证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

投射 模 有 一 个 重要 的 性 质 (推论 5.5): 任何 吾 模 都 是 投射 模 的 次 . 与 
这 个 性 质 相 对 侦 的 , 应 该 是 任何 一 个 忆 模 都 是 内 射 模 的 子 模 ( 定 理 6.8). 
可 是 由 于 缺少 一 个 与 自由 模 对 偶 的 模 , 要 证 明 这 个 性 质 不 太 容 易 . 本 节 
的 其 余部 分 就 是 用 来 证 明 这 个 性 质 的 . 因为 它 的 证 明 与 后 画 的 关系 不 太 
”大 , 我 们 用 小 号 字 印 出 , 初学 时 不 站 先 跳 过 去 . 与 此 段 内 容 大 关 的 练 习 也 
都 标 上 星 号 - 

引 理 6.3 设 T 是 一 个 屁 杰 , 则 了 是 内 射 玉 模 当 且 人 充当 对 互 的 每 个 理想 癌 , 性 
何 吾 模 同 态 5 一 了 者 可 被 扩张 为 尼 模 同 太 忆 一 工 


”证 明 ! (=>) 考 式 包含 同 态 i : 5 一 > 也, 根据 内 射 模 的 定义 ,对 于 同 态 产 : 
5 一 } 了 存在 同 态 有: RE 一? 了 使 得 及 == 及 . 因此 如 s = 有 天 是 声 的 扩张 . 
“(<) 为 证 了 是 内 射 模 , 设 有 以 下 的 同 态 : 


0 


及 
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其 中 了 是 单 同 杜 . 为 简单 起 见 不 妨 把 4 等 同 于 Im 六 即 把 把 看 成 吾 的 子 模 
这 样 问题 就 变 成 同 态 产 到 召 上 的 扩张 了 ， 

如 果 吕 夭 二 , 虽 存 在 be BB 一 4. 不 难 证 明 3 = {mr € 情 | rb E 4 是 吾 的 理 
想 ' 定义 同 态 a : 5 -全 了 工 为 afs) = 和 56), 由 假设 , 这 个 同 态 可 以 被 扩张 为 从 怀 
到 了 的 同 态 , 仍 记 为 e- 我 们 定义 从 孔 的 子 模 4 + 融 到 了 内 的 一 个 映射 : 


hr:A+Rb 一 了 
G 二 rp 一 下 (ay 二 afr) 


由 于 当 a 二 区 二 a 十 rB 时 有 {一 "7" 二 a 一 a € A 因 北 a{fr 一 7 ) = hin’ 一 oa), 
从 而 h(a) 二 alr) = h(a') 二 er, 上面 定义 的 天 确实 是 个 栈 射 , 而 且 还 是 五 模 
间 态 . 此 外 站 是 上 的 扩张 .可见 只 要 4 与 吾 不 相等 , 4 到 本 的 辐 态 总 可 以 扩张 
到 比 4 更 大 的 子 黎 上 . 这 样 不 断 扩张 , 最 后 一 定 可 以 达到 号. 可 基 这 样 的 扩张 可 
能 要 做 无 限 次 , 这 就 站 及 到 良 序 性 问题 , 我 们 不 得 不 应 用 与 选择 公理 等 价 的 Zorn 
引 理 以 完成 证 明 . 

考虑 如 下 的 二 元 组 的 集合 : 

各 ={fCo)1C 2 4 是 互 的 子 模 , ae : C 一 } 了 是 简 同 态 , ala = 月 . 
由 于 (4 各 E 各 因此 全 是 非 空 的 . 在 全 里 可 以 定义 一 个 偏 序 : 

(CMADB) o CEDBlo=w 

Zorn 引 尾 是 这 样 说 的 : 设 全 是 一 个 非 空 偏 序 集 , 如 果 各 的 每 十 链 在 各 内 
帮 有 上 界 , 则 后 中 必 有 航 大 元 . 为 了 利用 Zorn 引 理 , 设 {(Cr,oj) 1 7 e 是 如 
中 的 一 个 链 (部 其 中 任意 两 个 元 都 能 用 偏 序 芭 作 比 较 ), 我 们 可 取 C = Ues Ci， 
由 于 {Oy, oz) 是个 链 , 因此 C 是 召 的 子 的 对 于 C 中 的 一 个 元 素 6 € 5， 
规定 a(c) = ay{c), 可 以 验证 a : C 一 ; 了 是 已 模 辣 态 , 而 且 Ql4 = 有 于 是 
(Co € 全 是 这 个 链 的 上 界 . 现在 我 们 应 用 Zorn 引 理 就 可 得 到 各 的 一 个 家 大 
元 (D, 用 . 如 果 五 关 间 , 则 前 面 已 经 证 明 过 瓦 可 被 扩张 到 北 DD 更 大 的 子 模 上 , 与 
(DD, 请 的 航 大 性 耶 盾 . 从 而 DD = 互 , 即 及 可 被 扩张 到 整个 B 上 ， 曲 


为 了 甫 决 一 般 模 向 内 射 槛 的 谋 和 人 问题 ， 首先 要 解决 也 模 即 Abel 群 到 内 射 忆 
模 的 嵌入 同 题 . 为 此 我 们 先 考察 内 射 己 横 的 构造 比 之 模 更 广 证 一 点 的 就 是 当 豆 
是 主 理想 蒜 环 时 的 内 射 忆 横 的 构造 . 


定 光 6.3 证 五 是 楚 环 , 刀 是 如 模 , 如 果 对 任 韦 的 扩 E 石 以 及 0 六 E 下 站 
在 ZED 使 得 rr 一 jy 则 称 下 模 万 为 可 有 际 的 (divisibie}. 
例 6.1 人 作为 孔 模 是 可 除 的 . 


例 6-2 Q/Z 作 为 于 模 是 可 除 的 . 
例 6.3 乙 作 为 王 模 不 是 可 有 除 的 ( 见 练习 6.3). 
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命题 6.4 设 正 是 整 环 ， 则 可 除 民 模 的 寺 楼 站 是 可 除 的 、 口 


证 明 作 为 练 恕 . 
例 6.5 设 忆 是 主 旦 想 整 环 ， 则 吾 炬 也 是 内 射 措 当 且 仅 当 呈 是 可 除 模 - 
证 明 : (全 ) 设 万 为 内 射 尼 模 , y € DD, 0 到 ?ER 作 民 神 同 六 : 
ff:R— EE 
伍 “上 一 和 Ta 


由 于 及 是 装 环 ， 于 是 单 同 态 . 再 定义 囊 横 同 态 : 
kh:R—D 
0 + Ay 
由 于 了 是 内 射 模 , 存在 同 态 廊 ; 后 一 * 了 使 得 下 一 Rf. 于 是 y= MD = hf(1) = 
Rr) = rh(). 取 z = 有 0) ER 即 有 rs = {注意 这 里 仅 用 到 尼 是 整 评 这 一 条 
件 ) 
<) 为 了 利用 引 悍 6.3, 我 们 设 人 5 是 瑟 的 非 零 理想 .由 于 及 是 主 理想 整 环 , 
人 二 {3). 设 :5 一》 也 其 任 给 的 民 模 同 态 , 令 Y = hts) € DD. 由 于 卫 是 可 除 
的 , 存在 z € 五 使 得 az = y. 我 们 定义 一 个 五 模 同 态 : : 


h:R— 万 
rr Fc 了 
则 对 于 8 中 的 任意 元 素 ts E 5S, 有 R(ts) = tez = ty 二 认 (s) = h(ts), 即 
Rls = A, 从 而 天 是 到 瑟 上 的 扩张 - 根据 引 理 6.3 就 可 证 得 力 是 内 射 模 . 口 


命题 6.8 每 个 上 bel 群 部 能 被 窒 入 一 个 于 除 Abal 群 { 即 内 射 孔 模 )- 


证 明 : 设 4 是 一 个 Abel 群 , 我 们 要 证 明 可 以 把 4 襄 入 QQ/ 荆 的 直 积 , 根据 合 
题 6.2, 后 老 是 一 个 内 射 秘 寞 - 

对 于 任意 的 0 关 a E 及 , 如果 a 生成 的 循环 群 (oa) 的 阶 是 n, 我 们 可 定义 一 个 
同 态 瑟 : (4) 一 > Q/Z 使 得 f(a) = 工 十 五 如 果 (2) 宇 世 我 们 可 定义 一 个 间 
态 无 : fa) 一 Q/Z 使 得 无 (0) 等 于 dz 中 任意 一 个 非 党 元 . 由 于 Q/Z 是 内 射 
模 , 亡 可 被 扩张 为 同 态 无 : 4 一 + Q/Z. 由 直 积 的 性 质 , 同志 的 族 { 天 可 以 唯 
一 确定 一 个 击 态 了: 4 一 : al Te- 由 于 当 e 天 小 时 有 大 (oa 关 人 0 因此 了 


是 单 同 态 ， 遇 了 是 到 内 射 视 的 说 入 口 


这 样 我 们 已 解决 村 Abel 群 到 内 射 工 模 的 蔡 入 问题- 为 了 把 这 个 结果 推广 到 
一 般 的 卫 模 , 还 需 做 一 点 准备 工作 . 
我 们 已 经 知道 对 于 交 搁 环 忆 以 及 Abel 群 A， Homz(R, 起 是 个 Abel 群 . 焕 


果 我 们 定义 以 下 的 观 射 : 
Rx Homz(R, 4) - — Homzl(R, 4) 
tr, f) Ey rif:an flar) 
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则 可 以 验证 Homz( 有 R, 4) 关于 这 个 运算 构成 一 个 六 模 . 我 们 有 以 下 的 性 质 : 
5| 理 .7 如 果品 是 可 除 太 bel 群 , 则 HHomz(R, DD) 是 内 射电 模 . 


证 明 : 根据 引 理 6.3, 我 们 只 需 证 明 对 六 中 任 喜 理 想 8 五 模 辣 想 h: 5 一 > 
Homz(RR, 也 ) 都 能 被 扩张 为 同 态 疯 : R 一 Homz(R, DDY. 

对 任意 的 s E 3, hs) E Homz(RR,DD), 因此 有 hls}(1) E 五 . 可 以 验证 下 面 的 
里 射 是 Abel 群 的 同 态 : 

9: 3 一 也 
一 个 h(is)(1} 
由 于 也是 可 除 Abel 群 , 从 而 是 内 射 2 模 , Abael 群 的 同 态 9 可 被 扩张 为 上 bel 群 
的 同 态 5: RR 一 D. 现在 我 们 定义 下 面 的 映射 : 
h: R —» Homz(R,D) 

7 FF br) :a cr Flar) 
不 难 验证 (7) 确实 是 从 五 到 万 内 的 Abel 详 同 态 因此 所 是 -个 栈 射 对 于 
naa ER 有 Rr a) = Far + 5)) = F(ar) + F(as) = (hlr) + A(s)}(a), 
即 hr 十 3) = Rlr) + Rs), 天 是 Abel 铬 的 同 态 ， 为 验证 下 是 尺 模 同志 , 对 
7 3,0 全 及, 考虑 到 : 

(ar) (a) = Basr) = Rlr)(as) = (sR(r))(a), 

即 有 六 (sr) = ah(r), 因此 下 确 是 虽 模 同 坊 . 

最 后 验证 六 是 卢 的 扩张 . 为 此 , 设 se 5, ee 避风 有 use 我 们 计算 

RCs)(a)=Fas)=9(as)=h(as) (1)=(ah(s) 0)=h(s) (0)=h(s)(a), 

由 和 * 的 任 审 性 可 得 型 s = 丸 因此 无 铺 是 产 的 扩张 ， 口 


现在 我 们 可 以 完成 最 后 一 步 , 即 证 明 任 意 一 个 模 都 可 嵌入 内 射 模 . 
定理 6.8 任何 忆 宰 部 可 虑 入 内 射 忆 楼 . . 


证 明 : 设计 最 一 个 尼 秽 根据 病 题 6.6, 作为 Abel 群 ，M 可 被 杠 入 一 个 可 
除 群 耳 , 即 存在 避 模 的 单 同 态 了 : M 一 ; 也. 出 命题 5.1 可 知 诱导 的 2 模 同 态 了 : 
Homz(R, M) —» Homz(R, 五 ) 是 单 同 态 . 因为 Homz(R, M) 和 Homz(R, D) 
都 是 尺 模 , 我 们 要 验证 了 也 是 号 模 的 同 恋 . 设 a E Homz(R, 4), 则 对 任意 的 
"a € Ro, Flro)](a) = fl(ro)(e)] = Flatar)) = (F(a) (an) = (7F(ay(a), ty 
fra) 二 rf{a). 因此 了 是 尼 模 单 同 态 . | 

由 于 五 模 同 态 都 是 4&bel 群 同 态 ， 所 以 HomafR az) 是 Homz(R, MM) 的 子 
集 . 设 a E Homa(R, 和 M4), 则 对 ”mas 吾 有 [refay = ra(a) 二 alra). 而 a 作为 
Homz( 瑟 ,df) 的 元 素 也 有 [ral(e) = efar). 因此 HomR (R, MM} 是 Homzy(R, MY 
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的 忆 子 模 另 一 方面 , Homr{R,M) 兰 M ( 见 练习 2.6), 我 们 可 得 到 如 下 的 一 系 
列 呈 模 单 疝 访 : _ 
M ~ Homa(R,M) SG Homz(R, M) 5 Homz(R., D), 
它们 的 合成 问 态 就 把 人 M 修 入 了 内 射 及 模 Homz(R, PD} 口 
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6.1 证 明定 理 6.1. 
6.2 证 明 命题 6.2. 
*6.3 设 只 = Zm. 利用 引 理 6.3 证 明 户 是 内 役 民 模 . 如 果 d | m 并 且 # 与 
m/fd 有 公共 素 因 子 , 则 zu 不 荐 内 射 忆 模 
“6.4 证 明 : 名 作为 环 模 不 是 可 除 的 . 
"6.5 证 明 命 题 6.4. 
6.6 证 明 : 下 列 关于 环 呈 的 条 件 都 是 等 价 的 : 
(1) 五 模 都 是 投射 模 ; 
2) 五 模 的 短 正 人 台 列 都 是 分 裂 正 侣 的 ; 
(3) 五 模 都 是 内 射 模 . 
§.7 证 明 : 吾 模 对 是 内 射 模 当 且 仅 当 对 号 的 每 个 理想 5S 以 及 号 模 同 态 
上 :5 一 MM, 存在 一 个 ae MM 使 得 对 每 个 s€ S$ 都 有 Rh(s) = sa. 
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两 个 模 的 张 量 积 4 @r 昌 的 概念 不 但 在 多 重 线性 代数 中 起 着 重要 的 
作用 , 而 且 在 同调 代数 中 作为 Homg(A4, B) 在 某 种 意义 下 的 对 偶 也 是 一 
个 核心 的 禄 念 . 下 面 我 们 在 假定 五 是 交换 环 的 条 件 下 定义 两 个 模 的 张 量 
积 , 虽然 失去 了 一 点 普遍 性 , 但 是 使 得 讨论 太 大 简化 , 对 于 非 代数 专业 的 
读者 来 说 , 已 经 完全 散 用 了 . 


定义 7.1 设 太 和 号 是 两 个 忆 模 , 以 集合 及 XX 只 的 元 素 汐 菇 生成 
的 自由 忆 杰 记 为 ,WW 中 由 下 列 形状 的 元 素 (其 中 a,a'€ A,bb eB 
rE R): 


(at a', 6) — (6,b) — (a', b); 


.50 ， 第 一 章 模 
(e+ 的 一 (有 一 (ai 
(ra,b) — r(o, b; 
【ay 人 — r(a, b); 
生成 的 玉 子 模 记 为 太 , 商 摸 TV 下 称 为 和 与 五 的 张 业 积 (tensor product)， 
记 为 4@R BB. VV 中 元 素 (a 加 的 陪 集 记 为 4@b = (ao 六 十 天 ,0 加 0 记 为 
0. 


由 于 
(at+a,D)— (od (la,heRk, 
可 以 得 出 
(laia)®b—adb—a b= 0, 
也 就 是 说 
(r+ Bb=a8b+a®b. 
类 似 地 有 


a®@b+t) =a@bh+a® bt; 
(ra) @ b=r(a 8b) = a® (rb). 
也 就 是 说 张 量 积 @ 满足 双 线 性 关系 . 从 这 些 双 线 性 关系 即 可 推出 
| a®@0 = 0 = 人 0. 
因为 {(a, 问 } 是 VY 的 生成 元 集 , 所 以 {a @ 站 是 张 最 积 A@r 8B 的 生 
成 元 集 . 因而 A&%g 六 中 的 元 素 都 是 这 些 生成 元 的 线性 组 合 ; 也 就 是 说 
所 久 R 如 中 元 素 的 一 般 形式 是 2 ri(as 四 机) = 二 (rioij 四 起 . 因此 我 们 


以 后 总 可 以 假定 4@p B 中 的 一 般 元 素 具 有 志 下 久居 的 形式 . 从 上 面 的 
双 线 性 关系 式 (ra) @5 二 a ®@ {rb) 就 可 以 看 出 这 种 表达 式 并 不 唯一 其 
至 可 以 有 a 关 0,5 关 0 丽 a@& = 0 的 情形 发 生 . 
设 4,B,C 是 站 模 , 映射 
ff:AxB—}U 
如 果 满 足以 下 条 件 : 
flat a,b) = Fla,b) + fla', b); 
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fla,b + 08) = fla,b) + fla, b'); 
fra,b) =rf (a,b); 
far6) = rf(a, b); 
其 中 aare 4, 5,48 EB,r € ,就 称 f 为 观 线性 时 射 (Bitinear map). 从 
张 量 积 的 性 质 可 以 看 出 用 i(o, 台 = a@5 定 义 的 映射?: AxXB 一 A®@RB 
是 双 线 性 映射 , 称 为 典范 双 线 性 映射 (canonical Bilinear map). 


定理 7.1 设 有 ,B,C 是 民 楼 , 遇 射 :有 万 xX 日 一 局 是 双 线 性 映射 ， 
划 音 在 唯一 的 忆 模 同 坊 了 :4@RB 一 C 使 撑 所 = 了. 而且 张 重 积 被 
这 个 性 质 确定 到 扯 差 一 个 同 构 . 


A@rB. 

证 明 : 由 于 集合 万 x.8 蚌 自由 模 VY 的 基 , 根据 自由 模 的 性 质 { 命 题 
43) 上 映射 了 可 以 诱导 唯一 的 总 模 同 态 Y 一 已, 我 们 把 这 个 同 态 仍 记 为 
f. 由 于 f 是 双 线 性 映射 , 因此 无 的 生成 元 都 被 了 上 映 到 0, 所 以 KK G 7 
由 定理 2.4 可 知 存在 唯一 的 间 态 子 : VK = 4BR 避 一 CC 使 得 fi 一 
即 fta @ 0) = ai 从. 

再 设 对 是 一 个 已 模 ， 带 有 一 个 双 线 竹 喘 射 】: 4 x 上 B 一》 好 ,使 得 对 
任意 的 双 线 性 映射 1 : 4 x B 一 + C 存 在 唯一 的 模 同 态 f : M 一 C 
使 得 亡 = f. 我 们 要 证 M 兰 4 @k 昌 . 

根据 张 量 积 的 性 质 对 于 双 线 性 瑞 射 了 : 4 x 五 一 MM 存在 R 模 同 态 
贡 :4@a 了 一 邮 使 得 砚 = 7 再 根据 模 2M 的 性 质 , 对 于 双 线 性 映射 
i: 4xB 一 A4@rB 存 在 RR 模 同 态 数 :M -A @RB 使 得 由 7 二 
于 是 #% 在 .一 = 二 1ag5i5 利用 唯一 性 性 质 就 有 好 二 14@5， 同 理 可 证 
$=1m; 因 此 MABRB. 口 . 
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这 个 定理 可 以 被 看 成 张 重 积 的 等 价 定义 . 不 但 如 此 , 这 个 定理 也 给 
我 们 提供 了 建立 从 张 最 积 到 一 个 模 的 同 态 的 方法 . 这 是 因为 张 量 积 中 元 
素 的 表达 方式 不 是 唯一 的 , 因此 于 证 明 从 张 量 积 4@R 吕 出 发 的 某 个 对 应 
规则 确实 定义 了 一 个 映射 不 是 一 件 容易 的 事 . 你 必须 说 明 当 人 ai @b; = 
2 95 久 嫩 时 , 按照 这 个 规则 得 到 的 是 同一 个 元 素 , 而 这 时 在 ai， bi 07; 
之 间 并 没有 上 朋 显 的 关系 . 为 了 避 开 这 个 难点 , 我 们 可 以 利用 定理 7.1, 先 
定义 从 4 x B 出 发 的 一 个 双 线性 映射 ， 一 般 来 说 这 是 不 难 验 证 的 , 然后 
利用 定理 ?7.1 就 能 诱导 出 从 A4@R BB 出 发 的 一 个 启 态 . 从 下 面 几 个 命题 的 
证 明 中 谈 者 可 以 学 会 这 种 方法 . 

命题 7.2 设 4, 百 都 是 下 模 , 则 我 们 在 以 下 的 吾 模 同 杨 : 

(1) A@rR RS A, RonrB 兰 B; 

(2) A4@rB Bra. 


证 明 : (1) 我 们 定义 如 下 映射 - 
f:AxR—» A 
(ar)] 一 ra 
不 难 验 证 这 是 双 线 性 的 . 很 据 定理 7.1 存在 豆 模 同 态 直 :4@R 吾 一， A 
使 得 fi = 了. 另 一 方面 我 们 可 以 定义 如 下 的 五 模 同 态 : 
g: A A®@rAR 
r+ oi 


由 于 4@R 呈 中 的 一 般 元 素 为 半 a Bri= (riai) ®1= (> ra 名 1， 
即 具有 a@1 的 形式 , 因此 gf(a@1) = g(a) = a@1, 也 就 是 说 9 了 = LaeR， 
同样 可 验证 fg = 14, 这 就 证 明了 ARR 过 A. 另 一 个 同 构 留 给 读者 证 
明 . 
(2) 不 难 验证 以 下 的 映射 是 双 线 性 的 : 
f: AxB 一 个 Bo@rA 
{ab) oo b@a 


因此 它 可 以 诱导 一 个 五 黎 同 态 直 : A@R BB 一 Be@nA. 这 里 六 eg@ 六 = 
Ba- 类 似 地 可 构 作 五 模 同 访 太 : BORA 一 4@R 吾 使 得 其 Ga) = a®b. 
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我 们 有 于 (e@@ 目 = a 久 六 由 于 {aog@ 上 寻 是 4@Pn 呈 的 生成 元 ,因而 
区 = 1aeB, 类 似 可 证 万 = lae@a, 从 而 A@RB 一 + B@rA. 口 
命题 7.3 设 A, B,C 是 忆 柳 , 则 有 民 模 同 构 
(A@r BAaCAGe(B ao). 


证 明 : 第 一 步 先 建立 入 同 访 (A4&@r B)&@rRC 一 A@BR(B@rC). 


对 于 任意 取 定 的 cE C0, 可 以 构 作 如 下 的 双 线 性 映射 
fe :AxB —} ABR(BORC) 
(om ae@Geo 


由 定理 7.1, fi 可 诱导 出 呈 模 同 态 foc: A@r B 一 4@n (B 8@r CC), 其 
中 (a8@ 了 =a®(8o). 


再 侨 如 下 的 双 线 性 瞻 射 : 
yg: (A@aBxXOC — A@R(B RRC) 


(Fe 外 he) +f (Fe 名] 二 2 as ® (bi: ® ce) 
再 次 利用 定理 7.1 9 可 诱导 R 模 同 态 $ : (A@BrR BBrnC— A%n 
(B @r CO), 使 得 少 Paoh) Se) = Dae eo) 
第 二 步 : 仿照 第 一 步 , 建立 RR 模 同 态 昌 : 4A @r (8B 8@r CC) 一 
(A®@R B) BR OC, 这 里 [a®@ [Db Be = 7,0 @b) a. 
第 三 步 : 证 明和 切 互 逆 , 因而 是 同 构 . 
由 于 (4 久 k B) Bk 的 一 般 元 素 是 
》、 (> 名 wj] @ ce: 二 bp DY (ai Bbi;) @ ci, 
i i . 
因此 (4@nB)@ RC 可 由 形 如 (a@ 剖 @c 的 元 素 生 成 . 同 理 , A@k(B@RC) 
可 由 形 如 & 久 (5 久 0) 的 元 素 生 成 . 现在 $l((a@@ 耻 80) =a@(®@ 0)， 
(入 已 公 日 ) = (a 色 )@c, 不 难看 出 4 作用 在 形 如 (a@@ 寻 凶 c 的 元 素 
上 相当 于 恒 等 映射 , 而 这 种 形状 的 元 案 是 (4 @R B) @p 人 的 生成 元 , 因 
此 有 p= 104ag Bjec: 同 理 可 得 B= 14e(Bec， 口 


从 定理 7.1 又 可 导出 以 下 的 推论 : 
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推论 7.4 设 了 :4 一 ,09:B 一} B' 者 是 忆 模 同 坊 , 则 站 在 叭 
一 的 五 模 同 坊 A4@RB 一 Ai 名 R B' 使 得 对 所 有 竟 a E44bEeE 加 有 
a®@brr fa) & otb). 
证 明 : 为 了 建立 从 4 @R B 出 发 的 同 态 , 我 们 先 构 造 一 个 从 A xB 


到 友人 久 Rk B' 的 双 线 性 映射 : 
h:AxB—— A'WrB' 
(oa 站 一 人 fa) ® olb) 


根据 定理 7.1 可 知 存在 唯一 的 同 态 琅 : 4 Bn B 一 A' @a B' 使 得 
ha ®@ 0) = f(a) ® 9(b). OO 
推论 7.4 中 由 和 g 确 定 的 唯一 同 态 记 为 1@g, 即 (f @ g)(a @ 台 = 
f(a) @ g(). 如 果 又 有 同 态 产 : 4 一 4A", g': B' 一 ， B”, 则 有 
(Ff @o)(f B99) = (Ff) 8 {09'g). 
当 了 和 g 都 是 同 构 时 , f @ 9g 也 是 同 构 , 它 的 逆 就 是 /-! @ g-1. 
命题 7.5 设 4,8, Ai, Bi (i EE 了) 都 是 忆 模 . 则 
(1) (@4) 久 RB 圣 OU ®@r B); 
(2) A@R (@ a.) ~ D(A oa Bi). 
ET iEi 
证 明 : (1) 作 双 线性 映射 
f: BhxB 一 Dh 8 8) 
(fa 站 “一 ae 人 
诱导 出 尺 模 同 态 : (@4) BRB D(A4i en 有 这 里 和 fa @ 
号 = {qi@ 如 . 本 
另 一 方面 ， 对 每 个 i € J, 有 下 模 同 态 s@la :dan 
(@ 入 ) ga 根据 直 和 的 性 质 (命题 3.5), 存在 忆 模 同 态 纪 P(Ai@a 


B) 一 BA BR 如 使 得 二 i; = 与 轩 18; 这 里 :4 @BnB -3 
Ds @R B) 是 典范 内 射 因此 wt{as @ 5}) = uli) ® b:) (注意 这 是 
个 有 限 和 ). 
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现在 $4({0s) @b = (fai @ 有 外) = 守 (u(ai) @ 且 = {4i} @5, 所 以 
二 1 aA)j@B 久 因 opiy(a; @ 昌 = 二 (6; @ 介 对 所 有 的 7 ET 成 立 ， 
根据 直 和 的 性 质 可 得 gp = 1 四 (4i@B)- 

{2) 只 到 利用 命题 7.2(2) 邯 可 从 {1) 得 出 ， 口 

命题 7.6 对 于 情 模 A4, B,C, 映射 

$: Homr({A@rR B,C) — Homr(A,Homa(B, ©)) 
f ry par br fla®)) 

是 召 模 同 招 - 

证 明 : 我 们 指出 证 明 的 步 驶 , 其 体验 证 留 给 读者 作为 练习 . 

(1) 4 确 是 映射 : 这 逢 要 验证 (gf)(a) 确 罕 是 R 模 同 态 ， 从 而 
(pi) (a) E Homg(B,C)， 还 变 验 证 $(f) 是 也 模 向 态 , 从 而 $f) Ee 
Homg(A, Hom a{B, CO)). 


(2) 9 是 民 模 同 态 . 
(3) 作 
PB: Homar(A, Homa(B,C)) — Homa(A ®r B,C) 
g 3 PD :a bn go) 的 
证 明 这 是 姥 模 同 态 . | 


(4) $$ 入 互 为 逆 映 射 ， 口 
这 个 性 质 被 称 为 伴 因 缚 合 性 , 它 反映 了 Hom 与 久之 闻 的 内 在 联系 . 
当 张 量 积 的 因子 中 有 一 个 是 自由 模 时 , 张 量 积 的 结构 可 以 变 得 很 简 
单 . 
命题 7.7 设 久 是 一 个 自由 尽 措 , 是 太 的 基 , 则 入 @RV 中 的 元 素 
可 唯一 地 写成 > Gi 加工: 的 形式 ,其 中 E A zi EE 弟 ,n 是 一 个 正 整 数 . 
证 明 : 根据 自由 寞 的 性 质 (命题 4.1), Y 宇 由 RI， 因此 由 命题 
. TEX 
7.5(2) 以 及 命题 7.2(1), 4B@RT es 由 (4@nRzr)s 兰 个 4 这 里 4。 
王 和 大 卫生 大 » 
同 构 于 4, 它 的 元 素 可 以 瞧 一 地 写成 a@ 二 的 形式 . 因 信 4 @R 六 中 的 元 
率 可 唯一 地 写成 0 色 委 的 形式 、 口 
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命题 7.8 如 果 和 4 和 昌都 是 自由 忆 模 , 它们 的 基 分 别 为 昼 和 了 ， 则 
A 吕 RB 了 是 自由 寞 , 以 {fT 加 yy|x EX,y EY]} 作为 基 . 


证 明 : 我 们 有 又 衬 四 Rr, 全 条 Ry, 因此 
了 yEY 


A@r BSED Rr BrRys OD Rog). 


省 万 并 TENX 
YEY yeEY 


这 说 明了 4@R 瑟 是 自由 模 , 以 {z @y)} 作为 基 . 口 


经 过 了 一 系列 和 由浅 入 深 的 研究 后 , 我 们 对 张 量 积 的 结构 有 了 更 深入 
的 了 解 . 首先 一 个 元 素 & 名 pb 究竟 能 怎样 变形 , 可 以 等 于 什么 , 都 与 它 所 
在 的 好 @a 六 有关, 即 与 M, 六 , 吾 的 选取 有 关 . 

例 7.1 2@@2 作 为 Z Bz Z4 的 元 素 可 以 有 

2@82=18({2.2)=0, 
而 作为 2 了 2 @z Zs 的 元 素 则 不 能 这 样 变形 , 因为 1 不 是 2 也 的 元 宕 , 所 以 2 不 
能 搬 到 右边 去 . 事实 上 因为 2 是 自由 Z 模 2 名 的 基 , 根据 命题 7.7, 2®%3 关 0， 
因为 2 关 0. 

例 7.2 设 呈 = B[v 一 i] 是 Gauss 整 环 , M = 多 [vw 二 了] 既是 忆 模 妇 是 
Z 模 . 作为 M @k M 中 元 案 , 有 1 @ VI = Vv-i@1. 而 作为 gz M 
中 元 素 , 有 1@ vi V-1@1, 事实 上 注意 到 1 和 VW-IT 是 MM 作为 多 模 
的 基 , 根据 命题 7.8， 

18®1l, vy-i@®!l, 1@vV-i, vi-i®v-1) 
构成 了 MM gz MM 的 基 . 在 M Bz M 里 1@ V-1 一 V-I@ 1 不 可 能 写成 
4 人 @b 的 形式 (而 在 @R 于 里 它 等 于 0). 因此 在 用 到 张 量 积 M BRN 
的 一 般 元 素 时 一 定 要 写成 于 zi @ 区 的 形式 . 

现在 如 果 给 出 了 一 个 短 正 合 列 

0 ABBSCO. 0 
以及 一 个 忌 寞 好, 就 可 得 到 卫 模 的 序列 


0 M BR A M oRB SS M pc 0. 
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这 个 序列 一 般 不 正 合 , 但 是 我 们 有 以 下 的 命题 ( 试 与 命题 5.1 比较 ): 
命题 7.9 设计 是 一 个 民 模 , 如 果 有 丈 模 同 态 前 正 会 列 
ABBSC 0, 
则 可 得 到 以 下 的 正 合 列 : 


M @RA SA M BRB ES MBnC 一 0 (7.1) 
ABaM ES BR SC BrM 0. (7.2) 


注 竟 只 要 把 训 取 成 hh, (7.1) 式 和 (7?.2) 式 都 同 构 于 序列 4 一 BB 一 
C 一 0， 可 见 我 们 完全 可 以 把 这 个 命题 改写 成 和 命题 5 1 一 样 的 当 且 仅 
当 的 形式 . | 

证 明 : 为 证 (7.1) 正 合 , 我 们 需要 证 明 : (1) M @R C = Im(lm ®@ 9g); 
(2) Im(l B f) C Kerlly ® 9); (3) Ker(ly 8 9) © Im(1m ® f). 

(1) 由 于 g 是 满 的 , 对 于 c E C 存在 bE BB 使 得 g(b) = c. 因此 对 于 
m®ec Ee M@rRC 有 (UM SNMmGH) = me, MmOec EIm(ly 9). 但 
是 形 如 m @c 的 元 素 是 M@RC 的 生成 元 , 因此 MB@RC = Im(1xm @@ 作 . 

(2 由 (vy 久 )(lm 8 有 = 1y 8 9f = lx @0 一 0, 即 可 得 到 所 癌 
结论 . 

(3) 为 简单 起 见 , 令 下 = Im(lw 久 办. 根据 同 态 定理 2.4 以 及 (2) 的 
结果 , 存在 满 同 态 几 : (M BR B)/K 一 MM BrC 人 使 得 $v = lr 名 9, 这 
里 vv : MM BR BB 一 (1M4 @R B)/K 是 典范 同 态 , 而 且 引 是 同 梅 当 且 仅 当 
到 二 Ker(1M4 名 9 引 . 因此 我 们 只 需 证 明 d 是 同 构 . 

设 有 be Kerg = Im f, 则 存在 a € 所 使 得 f(a) = b. 因此 对 任意 的 
mE MM 有 mb= (对 国有 (人 四 可, mde K. 这 说 明 对 任意 的 
cEC 以 及 使 得 9() = 9(0') = ce 的 5,5 E 日 都 有 mb+K = m@b + 太 . 


因此 我 们 可 以 定义 一 个 映射 : 
h: MxC — (ME@RB/EK 
(mo) oo m®@b+FK 


其 中 9(8) = c， 可 以 验证 这 是 双 线 性 的 , 因此 存在 忆 模 同 态 沙 : On 
C+ (UM@RB)/K 使 得 $i 二. 现在 py (m@e) = gm@b+K) 一 
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9(0) 二 级 图 c 由 于 形 如 m 久 c 的 元 案 生 成 了 NM@RC, 因此 oj = le@e 
对 于 mm € MM, be B, vom ®t+ kK) = meg) = mot+t+k, 
这 里 g(5) = 9(5)， 由 前 面 的 讨论 可 知 m 名 b 十 革 =m 久 5 十 玉 , 即 
蕊 二 lex8ByyK. 因此 史 确 是 同 构 ， 口 


读者 会 注意 到 这 里 出 现 的 正 合 列 不 是 完整 的 短 正 合 列 , 缺少 了 左边 
的 箭头 . 因此 一 个 短 正 合 列 经 过 M@ “作用 "后 只 能 得 到 一 个 右边 正 合 的 
序列 , 因此 我 们 称 张 量 积 是 右 正 合 的 . 在 练习 中 有 例子 说 明 0 -， 4 -万 
正 合 不 能 得 到 0 一 MB@a4 一 MG@p 吾 正 合 . 不 过 有 一 类 特殊 的 模 , 用 
它 作 张 基 积 后 每 正 合 列 仍 为 短 正 合 列 , 正如 投射 横 和 内 射 模 在 Hom 中 所 
起 的 作用 一 样 . 这 种 横 就 是 平坦 模 . 


定义 了 .2 设 肝 是 一 个 只 模 , 如 果 对 于 性 意 的 如 模 单 同志 了 :4 一 
吾 , 其 请 导 同 态 1M 因 :NM @R A 一 2 M 加 R 日 岂 是 单 同 杰 , 则 称 朵 是 
平坦 模 {flat module). 

从 命题 7.9 马上 可 以 得 出 以 下 命题 : 


命题 7.10 尺 模 M 是 平坦 权 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 忆 稚 月 态 的 
赶 正 会 列 


0 二 A 加 B 包 SC 0, 
都 使 以 下 序列 正 合 : 
OM@rAALESS MorRB HMOrC 0. 0 


命题 7.II 设 {Adilie 刀 是 一 续 召 樟 , 则 对 = 外 hi 是 平坦 村 的 
充分 必要 条 必 是 每 个 Mi 部 是 平坦 模 . 

证 明 : 对 是 平坦 横 当 有 生 仅 当 对 于 和 任意 的 总 模 单 周 态 上 :4 一 旦 
都 有 lg@:MBR4d 一 MB@n 忆 是 单 同 态 . 但 由 命题 7.5 知 
MB@RAS BD @r A), M OR BS DM 多 R 蝇 ). 根据 直 和 的 性 质 ， 


1 @ /为 单间 态 当 目 仅 当 每 个 lx @f: : BR 有 一 Mi @R B 者 是 
单 同 态 - 也 就 是 说 每 个 Mi; 都 是 平坦 横 ， 口 
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定理 7.12 投射 模 都 是 平 得 榜 . 


证 明 : (1) 有 R 作 为 忆 模 是 平坦 模 
对 于 任意 的 忆 模 单 同 态 f : 4 一 昌 , 存在 间 物 映射: 


以 及 


lr 四 了 可 以 分 解 为 切 fg = 1R 思 六 因 些 18 人 是 单 同 态 . 

{2) 自由 模 都 是 平坦 模 . 

由 于 自由 模 是 一 族 与 闷 同 构 的 模 的 直 和 , 上 述 结论 可 从 (1) 以 及 命 
题 7.11 得 到 . . 

(3) 投射 模 是 平坦 模 , 

设 户 是 投射 模 , 则 有 Y = PP@K, 其 中 V 是 一 个 自由 模 . 再 次 利用 
命题 7.11 就 可 得 到 卫 是 平坦 模 ” 门 


命题 7.13 忆 模 MM 是 平 昌 模 当 且 仅 当 对 民 的 所 有 理想 S, 以 下 序列 
是 正 会 的 : 
0 MB@RS HS Mor, 


这 里 :局 一 小 甩 是 蕊 售 映射 . 
证 明 : 必要 性 是 显然 的 . 现在 分 两 步 证 明 充 分 性 . 
(1) 设 有 正 合 列 
0 一 4 EA 哺 
其 中 V 是 自由 摸 , 了 是 包含 喘 射 . 我 们 要 证 以 下 序列 的 正 合 手 : 


O00 Me@RA LS MOpT. 


设 了 = {yi |ie 媳 是 了 的 基 , 使 得 V 关 国 Ri 设 有 写本 四 qi E 
. iE j= . 
MM 久 R 和 4 使 得 (lw 久 几 (3 oj] 一 于 >) ®@ fla;) 二 0， 适当 
j= j=1 


重 排 指标 集 了 后 可 设 f(@;) = 2 ryi， 根 据 铸 设 , 在 M BRV 内 有 
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0= zf)= 六 ( nj @ yi， 可 见 这 里 只 涉及 到 的 一 
j=1 : = 


t+ 一 二 了 一 
个 有 限 秩 子 模 由 Ry;. 为 此 我 们 候 设 了 是 有 限 秩 寻 的 . 
1 一 | 
设计 = Ry 帮 = 图 允 os 则 = 珊 田 珊 仿生 4n 公 
1 
42 = 4/41. 我 们 可 得 到 下 面 的 交换 图 : 


D0 0 0 
0 A A Az 0 
五 f. f2 
0 万 Vv 人 0 


这 个 图 的 行 与 列 都 是 正 合 的 、 用 34 作 张 量 积 , 根据 张 量 积 的 性 质 
(命题 7.5) 以 及 命题 的 假设 条 件 (注意 , 这 里 万 兰 R, 所 以 1x @@ 广 是 单 
同 态 ), 可 以 得 到 下 面 的 正 合 交 措 图 : 


0 KKerftad 四 六 Ker(l1xr ® f2) 
MAI MB@A A Ao 们 
lx 篇 记 lx 久子 lw 有 括 


0 MB Oo—— MeV 


Mo 一 一 0 


利用 蛇 形 引 理 { 引 理 2.10) 可 以 得 到 以 下 正 合 列 : 
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0 —} Ker(ly @ 1) — Kerlly ® fo). 


我 们 的 目的 是 证 明 Ker(1m 久 访 = 0, 而 这 可 从 Kerllm 久 且 ) 二 0 导 
出 . 这 样 就 把 秩 等 于 n 的 情形 (V) 约 化 到 秩 等 于 一 1 (V2) 的 情形 . 而 当 
n 一 1 二 1 时 有 仿 宇 且 , 从 而 由 假设 即 可 得 到 Ker(tw @ 产 ) = 0. 这 样 就 
证 明了 1x @@ 了 是 单 同 态 . 


{2) 设 有 五 模 后 访 的 正 合 列 
0 一 4 已 忆 ， 
根据 命题 4.3, 存在 在 由 模 7 以 及 下 面 的 正 合 列 : 


OK VB-0, 


其 中 KK = Kerm. 把 f(A4) 关 于 "的 原 象 记 为 电 二 1(f(A4)), 就 可 得 到 
以 下 的 正 合 交换 图 : 


0 0 

0 KE BE A 0 
了 I 

0 K V 0 


这 里 的 9 是 召 到 站 的 包含 癌 态 . 


用 好 作 张 量 积 , 根据 张 量 积 的 右 正 合 性 (命题 7.9) 以 及 (1) 的 结果 ， 
可 以 得 到 下 面 的 正 兴 交换 图 ; 
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0 Kerliw 四 万 
的 五 MoE MBA 0 
| lm Bo lm @f 


0D 


下 次 利 下 蛇 形 引 理 可 以 得 到 以 下 正 合 列 : 
0 Kertly 外 四 0. 
即 1xf 仿 了 是 单 同 态 ， 口 


下 面 给 出 平坦 模 的 另 一 种 等 价 定义 . 先 介绍 一 点 背 辕 . 设 有 自由 只 
模 V, 其 基 为 了 = {yj;}. 如 果 在 V 内 有 一 个 五 线性 关系 


了 = 人 0, ti BR, 所 1 


1 一 1 


用 x; 的 坐标 表示 式 = 2 sijy; 代入, 就 可 得 到 


由 于 线性 无 关 ， 所 以 0 
Driss =0, j= 1 ,n. 
对 于 平坦 模 也 有 类 似 的 等 式 


定理 7.14 民 樟 计 是 平坦 模 的 充分 汉 要 条 件 , 是 对 于 24 里 的 姓 总 
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线性 关 素 式 


TI 


Driz; = 0, ri ER,ri eM, 


t= 
必定 沧 在 整数 兄 以 及 5i7 E RR, yi EM 导 ,i 二 1 ,mj 了 二 1,…,n, 使 得 
下 列 等 式 成 主 : 


nn 
Ti 二 D533y;, 1 二 1,m. (7.3) 
j=l . . 
nm 
DY risi = 人 0, 了 一 1 ,人 {7.4) 


证 明 : (全 ) 作 一 个 正 合 列 : 
0 下 国有 rm 委 已， 
其 中 R" = 四 R= {(ab am) as € 本 ga am) = rias, 
K = Kerg, 了 是 包含 同 态 . 由 于 M 是 平坦 模 , 所 以 有 正 合 列 : 
0 K@RM Mn 2 M. 

这 里 用 到 了 同 构 (人 狼 司 BRM 宕 DRor MSDBM, ReorMeM. 
其 中 gu (ul,-… ,wmn) = Dr (wu E JM)， 由 假设 , (zl ,zm) E 
Kergm = Im fx, 即 存在 tn 了 使 得 
{210 Tm) = fu Bey ， 记 f(y) 二 (30 15m) 代入 
上 式 就 可 得 到 


(z1， “7 Tm) 守 y Gu， ” "SmjYy) 
j=1 


-人 S17 * p23 * 

j=1 了 

这 样 就 得 到 了 等 式 (7.3). 代入 等 式 9f(ty) = 0, 就 可 得 到 {7.4). 
(二 ) 设 S 是 也 的 理想 ， 厂 :5 一 已 是 包含 同 态 . 观察 序列 : 


0 一 Sgn 及 BR M, 
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设 二 六 @z ES5@RM 被 了 凶 1m 有 映 到 0, 则 0 = 1e (Ee), 部 
Er = 0， 根据 假设 存在 si; < ,yy € 放 , 使 得 等 式 (7.3) 和 (7.4) 成 
立 - 因此 


mm nn n n m 
> Ts 的 i 二 Dr [ee EE “| 一 > 3 ms [ee] DR = 人. 


t 二 4 一 】 一 1 t=1 
这 说 明 下 久 1x 是 单 同 态 , 根据 命题 7.13 就 可 得 出 M 是 平坦 模 ， 口 
当 五 是 主 理想 整 环 时 , 平坦 模 有 一 个 简单 的 刻画 . 
命题 7.15 当 尼 是 主 理 杷 整 环 时 , 忆 模 J 是 平坦 模 当 且 仅 当 朋 是 
无 祖 前 . 
证 明 : (>) 设 忆 县 整 环 (这 里 只 用 到 这 个 条 件 ), 如 果 lM 不 是 无 所 
的 , 则 存在 x( 关 中 € 好 以 及 a( 关 四 E 玉 使 得 az = 0. 作 如 下 的 单 同 态 


ff:R——R 
La 


下 观察 电 模 同 态 f@lm : RBaM 一 R@rM. 因为 (f@1w}{l1®@2z) = 
4@z 二 1 久 (ar) = 0, 所 以 f 1 不 是 单 同 态 , 与 是 平坦 模 矛 盾 . 
{全 ) 因为 召 是 主 理想 整 环 , 所 以 电 的 理想 都 具有 (a) = Ra 的 形式 . 
设 a 关 0, 是 包含 同 态 , 观察 五 模 同 态 
Ilm: Rao®rM— sy RorM. 


设 关 ria@ ziE Ra@R AM 被 @1w 映 到 0, 则 有 
i=1 


二 Snag 二 1 人 岛 (eB) 


t=1 t=1 
也 即 二 Tiwi = 0( 因 为 好 是 元 扭 的 ). 于 是 2 全 丰 的 了 = 4@ > rie) 一 
0. 这 说 明 f @ 1 是 单 同 态 , 根据 命题 7.13 就 可 得 出 MM 是 平坦 模 0 
例 7.3 和 @ 作 为 马 模 是 无 所 的 ， 因此 是 平坦 Z 模 . 但 他 不 是 自由 马 模 


由 于 有 限 生成 的 无 扭 Abel 群 都 是 自由 铬 , 因此 不 是 自 由 模 的 平坦 也 模 都 
不 是 有 限 生成 的 . 事实 上 平坦 模 可 以 看 成 是 自由 模 的 某 种 极限 . 
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例 7.4 设 主 = Cz 二 Clr a] Fa, DD) Clr) 
Clz, 训 jz. MM 是 自由 此 模 , 因而 是 平坦 模 ， 从 几何 的 观点 来 看 ,22 一 
f(x;y) 二 0 在 三 维 复 空间 里 定义 了 一 个 曲面 , 它 到 (zx,y) 平 阐 (对 应 于 
和 [7 才 ) 寺 的 投影 是 2 : 1 的 , 因此 枸 成 了 (zx; 只 平面 上 的 一 个 二 重要 香 巾 
面 , 看 起 来 也 确实 是 "平坦 "地 铺 在 (x, 平面 上 的 . 这 也 是 平坦 模 取 名 的 
由 来 . 
例 7.5 设计 = Clz,y,z]/{zz -人 娘 , 作为 吾 = Clx,y| 模 开 举 
Clz, 习 . 我 们 利用 定理 7.14 证 明 MW 不 是 平 过 模 . 如 果 寻 平坦 , 则 由 线性 
关系 式 


yl-z3=0, wyERLieM 
可 导出 
1= > suit s1; E R,y; EM, 
了 
= DY, s2yy, S27 € 下， 
go ~ £252; = 0, 了 一 1 二 . 
因而 zls1;, 即 


leEzM = zC[z, 3], 
这 不 可 能 , 因此 34 不 是 平坦 模 ， 从 九 何 的 观点 来 看 , y - zz = 0 所 定义 
的 曲面 包含 了 戏 直 于 (>, 2) 平面 的 z 轴 ,因此 破坏 了 “平坦 "性 . 


练 习 1-7 


7-1 (1) 对 于 任意 太 bel 群 4 有 4@z Zm 兰 4jmd, 这 里 假设 i > 0: 

(2) 证 明 Zm Bz Zn 尘 Br 这 里 (mn,n) 表示 观 和 nn 的 最 大 公 因 子 . 从 而 
当 避 与 % 互 素 时 有 Zn @z Zi = 0. 

7.3 设 汪 和 B' 分别 是 岂 简 44 与 B 的 子 模 , 求证 A/4’ Br BIB' = 
(4@r B)/C, 这 里 驻 是 4 @8 8B 的 子 模 ,由 

{a Bha®d aeE Ao EA,bEeBY en’) 

生成 . 

7.3 作出 Abel 群 的 单 同 态 了 : Za 一 Za, 并 证 明 同 态 1@ 上 六: ZZ Ry Zs 一 
Zo 客 7 Za 是 零 辣 杰 . 
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7.4 fi) 设 上 是 环 忆 的 理想 , 召 是 五 横 , 证 明 : Ria @n B 宕 DjaB: 

(2) 如 果 a,b 都 是 召 的 理想 , 则 有 总 模 同 构 : Rin @nr Rb 宇 站 An 十 站 
7.5 设 Mai, Mz 都 是 平坦 五 模 , 证 明 Mi @mr M2 也 是 平坦 模 . 

7.6 设 肛 是 平 岂 王 模 ,了 是 内 射 瑟 模 , 证 明 Homanfad, 门 是 内 射 模 . 


8$ 1-8 张 量 代 数 、 对 称 代数 与 外 代数 


定 兴 8,1 设 民 是 交 撞 环 , 和 4 是 一 个 秆 , 并 且 有 下 列 性 质 : 

(1) (4, 十) 是 一 个 了 玉 模 ; 

(2) 对 于 rr € Ra,bE 4, 有 

rlab) = (ra}b = alrb). 

则 称 有 4 是 琶 代 数 (wigebra). 如 采 和 是 交 撞 环 , 则 称 有 4 为 交换 代数 {com- 
mutative algebra)， 如 果 用 又 是 一 个 除 环 ， 则 称 4 是 可 除 代 数 (division 
dgebraj， 当 性 = 五 是 一 个 瑾 时 , A4 作为 下 模 是 一 个 向 量 空间 ， 如 村 
dimr 4 < eco, 则 称 A4A 汶 上 的 有 限 维 代数 (finite dimensionail algebra). 

例 8.1 环 瑟 都 可 被 看 成 一 个 也 代数 . 


例 8.2 多 项 式 环 R[z1,:…, Yn] 和 形式 蜂 级 数 环 Rr1,-…, nj 都 是 开 
交换 代数 . 


例 8.3 n xm 方 阵 的 环 于。( 司 关于 纯 量 与 方 阵 的 乘法 成 为 一 个 殖 
代数 . 


例 8.4 设 44 是 一 个 环 , 如 是 4 的 中 心 的 子 环 , 则 和 4 是 一 个 五 代数 . 
代数 的 最 重要 的 例子 是 多 项 式 代数 与 矩阵 代数 . 我 们 这 里 再 介绍 三 
个 从 号 模 诱 导出 来 的 代数 : 张 量 代数 、 对 称 代数 与 外 积 代数 . 


一 、 张 量 代数 


以 下 假设 好 是 一 个 吾 模 . 对 于 每 个 整数 r > 0, 设 


T"(M) = ® M, THAM)=AR. 
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于 是 工人 = 虹 @R MGR 村 是 r 个 峙 的 张 量 积 . 由 于 张 量 积 满足 结 
合 律 , 对 于 两 个 元 素 al 加 …: 因 ar ET"T(M) BR 及 D8-…@b, € Ts(M), 
它们 的 张 量 积 (ay 久 -…:@ar) (名.… 加 三 ) € TTs(M) 是 唯一 确定 
的 . 这 样 我 们 定义 了 一 个 双 线 性 映射 
TM x TSOM) 一 全 了 TD)， 
它 是 满足 结合 律 的 . 利用 这 个 双 线 性 映射 , 我 们 可 以 在 直 和 
T(M) OD Tm) 
+ 一 各 
中 定义 一 个 乘法 运算 , 使 得 7(aMz) 成 为 一 个 环 . 工 (M) 当然 是 一 个 尽 模 
而 且 定义 8.1 的 性 质 (2) 是 满足 的 . 所 以 了 T(M) 是 一 个 有 代数 , 称 为 模 MM 
的 张 量 代数 (iensor algebra). 

为 了 进一步 了 解 张 重 代数 的 结构 , 我 们 考虑 及 上 的 n 秩 自由 模 V, 并 
假设 el … ,en 是 了 的 一 个 基 . 根据 定理 7.8, T2(V) =V@rV 也 是 一 个 
自由 模 , 而 且 有 一 个 基 fei 名 ejli7 = 1,-…,n}. 因此 中 T2(7) 一 re. 
反复 应 用 定理 7.8, 可 以 知道 T"(V) 有 一 个 基 

{en @ Beli is € {1 ,rn}}. (8.1) 
因此 rkT"(V) = n". 基 元 素 ei, @-…@ ei, 也 被 称 为 r 次 韭 交换 单项 式 . 
愉 的 单位 元 1 是 零 次 非 交 换 单项 式 . 有 限 多 个 非 交 换 单 项 涉 的 也 线性 组 
合 称 为 系数 在 五 内 的 非 交换 多 项 式 . 显然 张 最 代数 (VY) 的 元 素 都 是 系 
数 在 R 内 的 非 交 换 多 项 式 . 因此 张 量 代 数 (VY) 可 以 被 看 成 非 交换 多 项 
丈 代 数 (non-commautative poiynomial aigebra)， el,:… ,en 是 TT(V 的 
非 交 换 变量 . 显然 张 量 代数 T(V) 是 无 限 秩 的 自由 模 . 

二 、 对 称 代数 

再 加 到 一 般 的 召 模 4. 把 T"(MD) 内 由 元 素 (其 中 z € 全 .是 创 普 
搞 , ai E MM) 

1 a) BD gtr) {8.2) 
生成 的 请 子 模 记 为 KK5. 把 商 模 记 为 
SO ET (MKS. 
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如 果 我 们 把 a 四 :… 四 er ET 在 5708) 中 的 陪 集 记 为 4 ar 
那么 由 攻 $ 的 定义 立即 可 以 得 到 


Ql dr rl “Qotr)s 
也 就 是 说 ai, ,ar 的 次 序 可 以 随意 交换 , 所 以 ap ar 被 称 为 了 次 对 
称 积 {syrmnmetric product). 令 


oo 
Ks = DKS, 
了 一 口 


SUuD 墅 中 SM} TOM Ks. 
Ks 不 但 是 TCM) 的 呈 子 模 , 还 是 T(M) 的 理想 (请 读者 验证 ), 因此 SCM) 
也 是 一 个 民 代 数 , 称 为 4 的 对 称 代数 (sinnmetric algebra), 
对 于 qi ar € SM) BR 有 DL . jc S$S*(M), 它们 的 乘积 
{a 。。-。。 ar) - {by re bs) 二 {ai - bs) . (a os ar) 忆 SrTsfad)， 


因此 对 称 代 数 S(M) 是 一 个 交换 代数 . 

现在 再 设 丫 是 玉 上 有 限 秩 自 由 模 , 有 一 个 若 el，… ,en. 那么 T"(VY) 
有 一 个 基 (8.1). 其 中 任意 的 基 元 素 e 四 …'@@ei 在 Sm"(V) 中 的 象 经 交 
换 次 序 后 都 可 以 写成 


ii 1 
的 形式 . 因此 5"(VY) 有 一 个 基 
{ene el NEI (8.3) 


从 而 rk 5"(W) = Cn 如果 在 习 积 中 同一 个 基 元 素 出 现 窑 次 就 被 写 
成 乘 等 的 形式 , 那么 (8.3) 中 的 乘积 可 表示 成 和 ，… ,en 的 一 个 r 次 单项 
式 . 501 中 的 元 素 则 是 一 个 nn 元 多 项 式 . 不 难 验证 有 以 下 的 卫 模 同 构 映 
射 


RIz1,... ,znl 一 仿 SV) 
DD) pi ka Tt! - - -Tin — 了、 ak ,es er! ek 
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这 个 映射 也 是 环 的 同 构 , 从 而 是 如 代数 的 同 构 (我 们 没有 给 出 代数 同 构 
的 定义 ,请 读者 自己 补 出 ). 也 就 是 说 有 限 秩 自由 模 生 成 的 对 称 代数 同 构 
于 多 项 式 代数 . 因此 我 们 认为 自由 模 的 对 称 代 数 的 结构 是 相当 清楚 的 
三 、 外 代数 
再 回 到 一 般 的 五 模 并 . 把 T"(M) 内 由 元 素 (其 中 心 < M) 
人 1 到 … 久 ar ( 其 中 对 某 两 个 下 标 i 关 7 有 a 二 0;) (3.4) 
生成 的 忆 子 模 记 为 KS. 把 商 模 记 为 
NM) Ee TOMY KES. 
如 果 我 们 把 a 名-…@ar ET"T(2M) 在 A7(M) 中 的 陪 集 记 为 ql :A a， 
称 为 r 阶 外 积 (exterior product). 那么 由 KK 的 定 闵 立即 可 雇 得 到 
ai 人 -…Aar = 0， 如 果 有 某 两 个 下 标 i 关 j 使 qi = oj 
对 于 任意 的 i 关 j, 由 于 


QA A ta) A A(ata)A...0. = 0, 
t + 


利用 外 积 的 多 重 线 福 性 质 , 可 得 
QI A AGiA AQiA Ar + AA AAA AA -Aa 
TaN -AyA AGiA AG TanA AGA Aa A -Aa 
=aA AmA AgyA .Aa aA -AGA :AoA -Ag 
=0 
于 是 
AAA 办 
也 就 是 说 外 积 中 的 任意 两 个 因子 具有 反 交换 性 ( 即 交 换 任 意 两 个 因子 会 
使 符号 改变 ), 推广 到 7 的 数字 的 曾 换 , 就 有 
| af A A aotr) = (1 A A er. 


这 里 5 < 全 ;， 当 立 是 奇 兽 搞 时 sgmale) = 一 1, 当 了 是 偶 置 换 时 sgnfc) 二 1， 


了 
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必 


Ke SE OD Ks, 


T=0 
AU 时 个 Ar SE T(M) /KE. 
类 似 于 对 称 积 的 情形 , Ke 不 但 是 (Mf) 的 呈 子 模 , 还 是 了 (M) 的 理想 
国 此 Afaz] 也 是 一 个 豆 代 数 , 称 为 好 的 外 代数 (erterior algebra). 
现在 设 太 是 玉 上 有 限 秩 自 由 模 , 有 一 个 基 et … ,en. 那么 了 "(WV) 

有 一 个 基 (8.1), 其 中 任意 的 基 元 素 ei, 四 … 四 ef 在 Ar(Y) 中 的 象 或 者 
等 于 0 ( 当 二 ,…… ,i; 中 有 相同 的 数 时 ), 或 者 经 交换 次 序 后 都 可 以 写成 

ten AAess 工 芝 站 二 知 乓 条 委 和 
的 形式 . 因此 A*(Y) 有 一 个 基 

{en Aer|len<hn< < 计 }. 
从 而 rkArfV)] = C5. 特别 当 r > nn 时 有 A"T(V) = 0. 因此 我 们 有 


A( 站 = 由 AP)， 


?=Q 
rk A(Y) = 27. 
也 就 是 说 有 限 秩 自 由 模 的 外 积 代数 也 是 有 限 秩 的 . 


设 在 自由 模 VW 中 有 nt 个 元 素 : 
v7 二 aie 1= 1 ,n. 
i1 
我 们 要 计算 这 名 个 元 素 的 外 积 ， 注意 到 IKkA" = 1 A™(W) 有 一 个 基 
el AAAen, 利用 外 积 的 线性 性 质 , 可 以 计算 


位 站 
mi 六 六 Da 一 得 ne 内 代 ce] 


31 一 工 1 一 1 


中 n 
二 > a > il i ne A 


=l 和 一 1 


n san (Bi ) 
一 1) Hn/ 
t11 tnit ol i 


11 一 1 in 二 1] 
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Ql Qn 


nl nn 


也 就 是 说 自由 模 中 如 个 元 素 的 外 积 的 坐标 等 于 以 这 个 元 素 的 坐标 作为 
烈 向 量 的 行列 式 . 
最后 我 们 再 介绍 外 积 的 几 个 性 质 . 
命题 8.1 设 
OViSVSV 0 
是 吾 模 的 正 合 列 , 其 中 WV!' ,VV" 分别 是 秩 为 ,n,n’ 的 自由 税 . 则 有 自 
然 同 板 
A (VY) @A™ (VAT). 
证 明 : A" (7 A" (V1) 与 Ar(Y) 都 是 秩 1 的 自由 模 . 根据 张 量 积 
的 性 质 , A* (Y7) @ A™(V") 也 是 秩 1 的 自由 模 . 
我 们 先 建立 驴 射 
h: A (V) x Am (9 -一 An)， 
定义 为 着 (全 和 AAA = pv) A erAefo A 1 ) A 
“A on) 路 (v0) 不 唯一 ,但 是 忆 的 不 同 原 象 相关 Ker ww 一 
8(V") 中 的 一 个 元 案 . 而 在 一 个 外 积 中 如 果 有 多 于 ni 个 ef 的 因子 , 它 
一 定 等 于 0 ( 当 7 > 于 时 ,Ar(e(Y) = 0). 因此 疡 确实 是 映射 不 难 验 证 
五 是 双 线 性 的 , 故 可 诱导 玉 模 同 态 : 
和 :An (VV) @ A (VT) -An 


这 里 有 (vf A Av) @ (A A) = pu) A A pw) A 
用 (AI 由 于 无 是 秩 1 并 之 站 只 要 它 
是 满 同 恋 , 就 是 同 宰 。 为 此 取 f 的 一 个 基 et，,… ,e',, Vr" 的 一 个 基 
ef enw 可 以 证 明 p(e1),…… ,gp(el), 1(e7),.…. 人 是 下 
的 基 { 作 为 练习 留 给 读者 证 明 ). 于 是 h((ei 入 ….Aet)@(eeA.Aey 放 一 
Pei A A plen) A lie) A Ap (er,) 是 An(V) 的 下 证 明了 
hh 是 满 的 。 口 
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命题 8.2 设 丰 = 太田 TV” 是 两 个 有 限 铁 自由 模 的 直 和 , 则 对 每 一 个 
正 葵 数 人 am 有 


AT(V) ~ 名 AT(Y) pa As 人. 
7 十 # 二 17 


由 此 可 以 得 到 代数 的 同 术 : 
A SS AV @ AAV. 


证 明 : WV',V"* 都 是 站 的 子 模 ， 设 Wi 和 YYW” 分别 有 菇 @，… ,eh 
与 ef yet, 则 ef eh ee "是 VV 的 基 .， 对 于 每 一 个 
0 和 Tm 可 以 定义 映射 
pr) BAT TD) SAM) 


为 Pr 人 0 A A OV A A =A A A A A 
不 难看 出 wr 是 忆 模 同 态 . A (V') @A™~7(V" 与 和 A™(V) 都 是 自由 模 , 而 
且 A7Y 人 Am TY 人 的 不 同 基 元素 (e'， 入 -人 et (ed A Acs _.) 


被 wor 映 到 A™(V) 的 不 同 基 元 素 , 所 以 pv 是 单 同 态 . 由 这 些 单 同 态 wr 请 
导出 直 和 的 同 态 : 


3Tm 


v= 人 Doer: OD (VY) @ AY) 一 A WY. 


r=D "三 习 
由 于 对 于 不 同 的 7, Ar(Y 站 四 Am-r(Y”) 中 的 基 元 素 在 下 的 象 下 不 相 
同 , 是 单 的 , 又 因 
GkAVN) GkE AT (VY) = DY CW CT 
r+ 三 全 太一 如 


一 Ca = rkA™(V). 
多 是 同 构 , 于 是 有 民 模 的 向 构 
| AV) @ A SE A(WY. (8.5) 
为 了 使 这 个 总 模 间 构成 为 五 代数 的 同 构 , 我 们 必须 利用 右边 外 积 代数 


人 (VY) 的 乘法 来 定义 左边 两 个 外 积 代数 的 张 基 积 的 箭 法 .请 读者 考虑 应 
该 如 何 定 义 外 积 代 数 的 张 量 积 的 运算 , 才能 使 (8.5) 成 为 代数 的 同 构 口 
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8.1 设 域 严 上 的 向 量 空间 V 有 一 个 基 e1, e2, ea. 试 分 别 写 出 TW), S1{V)， 
AL TA SW) AP TV SI As ) 的 一 个 基 . 

8.2 试 证 Ks 是 T(M) 的 理想 , 并 且 S°(M) 兰 TUM) = ,51(M) 振 
TI = 本 (提示 : 只 需 验 证 用 TO 中 的 形 如 矶 加-…@b 的 元 束 左 器 或 右 
来 (8.2) 式 的 欧元 素 扔 然 捍 和 到 (8,2} 式 的 元 素 . 租 证 明 下 8 = KK 一 0.) 

8.3 设 域 上 的 向 量 空间 区 消 一 个 基 elyea,ea，T 中 有 3 个 向 量 wj = 
aliel 十 aaj52 十 037e3, J 二 1,2,3. 试 利用 ai 的 行列 式 的 形式 罕 出 外 积 A v2 
以 及 0 六 1 A Va. 

8.4 验证 命题 81 中 所 了 到 的 ple1),……, (ee 本 eg 人 er) 和 确 
是 FF 的 基 . 从 而 n= 二 nn 十". 

8.5 试 定 义 命题 8.2 中 两 个 外 积 代数 的 张 量 积 A(V") @ ALV") 的 葬 社 运算 
使 得 {8. 引 成 为 玉民 数 的 同 构 - 
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我 们 已 经 学 习 过 群 ， 环 、 模 等 代数 对 象 , 也 磁 到 过 集合、 拓扑 空间 等 
其 他 数学 对 象 . 如 果 把 同类 对 和 看 成 一 个 很 大 的 族 , 同一 个 族 内 的 对 象 
当然 有 许多 共性 . 但 是 如 果 把 群 的 族 与 环 的 族 或 者 模 的 族 相 比 较 , 又 可 
以 发 现 这 些 族 之 间 也 有 不 少 共 性. 例如 在 两 个 群 之 间 可 以 有 群 辣 态 把 它 
们 连接 起 来 , 而 在 环 或 模 的 族 里 则 相应 有 环 或 模 的 同 态 ， 给 出 一 个 群 可 
以 考虑 它 的 子 群 与 商 群 , 子 群 到 群 可 用 谋 入 同 态 相 联系 , 群 到 它 的 商 群 有 
自然 同 态 相 联系 . 从 已 知 的 群 又 可 生 成 直 积 , 如 果 把 上 面 两 句 话 里 的 群 
改 成 环 或 模 , 相应 的 结论 仍然 适用 ,对 这 种 由 同类 对 象 构 成 的 族 的 共性 
加 以 抽象 , 就 得 到 了 范畴 的 概念 . 

我 们 在 这 一 章 里 就 要 建立 范 路 的 概念 , 利用 范畴 的 语言 可 以 对 各 种 
数学 系统 以 及 系统 内 特有 的 映射 作 一 般 性 的 描述 , 从 而 给 数学 系统 的 研 
究 提供 一 个 粗糙 的 框架 . 范畴 的 语言 对 同调 代数 尤其 合适 . 它 使 得 同调 
代数 内 的 各 种 概念 和 结构 可 以 同时 适用 于 各 种 各 样 的 数学 结构 . 使 得 同 
调和 上 同调 的 工具 在 各 个 不 同 的 数学 领域 得 到 广泛 应 用 , 成 为 一 种 强 有 
力 的 研究 手段 . 

自从 1942 年 S. Bilenberg 和 9S. MacLane (Saunders MacLane, 
1909~, 中 译名 麦克 莱 喷 ) 为 了 研究 代数 拓扑 而 引入 范畴 和 冰 子 的 概念 
以 来 , 范畴 理论 本 身 已 成 了 一 个 独立 的 研究 领域 ， 而 我 们 在 这 里 只 能 学 
习 一 些 范 畴 和 明子 的 基本 概念 , 作为 学 习 间 调 代 数 的 准备 , 另 一 方面 也 是 
为 了 开 阐 视野 , 也 许 今后 会 在 各 自 的 领域 里 用 到 范畴 理论 . 
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$2-1 范畴 的 定义 


定义 1.1 范畴 (category) 允 由 下 述 和 要素 构成 : 

(1) 一 些 对 象 (object) (通常 用 大 写字 母 如 各 、 忆 等 表示 ) 构成 的 
一 个 芒 obfcy 

(2) 由 所 有 的 集合 home(A4, 瑟 ) 柏 成 的 族 ,这 里 的 妃 ,是 取 注 ob( 区 ) 中 
的 所 有 对 象 , hormne(4, 呈 ) ( 当 不 会 混 清 时 径 枉 阐 记 为 hom( 三 , 如)) 的 元 素 
了 称 为 从 入 到 日 的 恋 射 (morphism), 电 可 用 了: 和 4 一 日 来 表示 ; 

(3} 对 由 性 意 三 个 对 象 {可 以 重复 ) 构成 的 三 元 纽 (4, 避 ,C), 存在 映 


射 : 
hom(B, 0 x hom(A, B) — hormf4,C) 
(9, f) 上 一 gf 
BF :4 一作 被 称 为 坊 射 :A 一 ;BB 和 gg: 日 一 了 口 的 合成 坊 射 


这 些 要 束 必 须 满足 以 下 公理 : 

(C1) 当 二 元 组 (4, 号 ) 关 (44, BB) 时 , hom(4,B} 与 hom(.4', 号 人 至 不 相 
交 . 

(C2) (结合 律 ] 如 果 f Ehom(4,B),g € hom(B,C),hehom{C,D), 
则 有 (9)f 二 hg 有 . 以 后 可 简 记 为 hgf. 

(C3)( 单 位 态 射 ) 对 每 个 对 亲 区 都 有 一 个 态 射 14 E hom{A, A) 使 得 
对 性 意 前 feEhoml(4,B) 有 fla = 了 ,对 任意 的 gE hom(B,A) 有 1n9 一 小 


让 我 们 先 看 一 些 范 栈 的 例子 . 


例 1.1 集合 的 范畴 所: 其 对 象 是 集合 , 态 射 是 集合 间 的 映射 . 

例 1.2 群 的 范畴 名 : 其 对 象 是 群 , 态 射 是 群 的 同 态 . 

例 1.3 Abel 锋 的 范 咕 2b: 其 对 象 是 Abel 群 , 态 射 是 群 的 同 态 . 

例 1.4 环 的 范畴 和 : 其 对 象 是 环 , 态 射 是 环 同 态 . 

例 1.5 环 的 范畴 办:: 其 对 象 是 环 , 态 射 是 把 单位 元 映 到 单位 元 的 环 
同 态 . 
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例 1.6 交换 环 的 范畴 ECR: 其 对 象 是 变换 环 , 态 射 是 把 单位 元 喘 到 


单位 元 的 环 同 态 . 
例 1.7 域 户 上 向 量 空 间 的 范畴 加 5: 其 对 象 是 域 瑟 上 向 量 空 间 , 态 
射 是 线性 路 射 . 


例 1.8 交换 环 丈 上 模 的 范畴 Jia: 其 对 象 是 忌 模 , 态 射 是 尺 模 同 态 ， 
这 里 的 呈 是 Ct 中 的 对 和 象 . 
例 1.9 拓扑 空间 的 范畴 他 : 其 对 象 是 拓扑 空间 , 态 射 是 连续 映射 


上面 所 举 的 例子 都 是 大 家 十 分 熟悉 的 数学 结构 . 它们 正 是 范畴 理论 
建立 的 基础 ， 这 些 范畴 中 的 对 锭 都 是 集合 , 态 射 都 是 以 集合 的 映射 为 基 
础 的 . 当然 不 是 所 有 的 范畴 都 是 这 样 的 . 下面 我 们 举 一 个 例子 . 

例 1.10 设 (P<) 是 一 个 偏 序 集 , 取 ob( 第 ) = P, 对 于 任意 的 pe 
站 ,很 据 a < 或 a 5 这 两 种 情况 分 别 定义 hom(a,8) 为 单元 集 或 空 集 . 
可 以 验证 第 满足 范 栈 的 各 项 公理 ， 


在 例 1.10 中 ob( 争 ) 是 一 个 集合 , 这 样 的 范畴 称 为 小 范畴 (small cat- 
egory). 


我 们 再 要 对 范畴 的 定义 作 一 点 说 明 . 由 范畴 公理 (C1), 任何 一 个 态 
射 都 是 与 起 点 对 象 和 终点 对 象 密切 相 联 的 , 例如 在 集合 的 范畴 全 里, 设 
4=B=R,C=[-1,1l,/f:4 一 囊 与 g :4 一 全 分别 定 文 为 
f(z) = 9(2) = sinr, 尽管 六 和 9 作为 实 函 数 是 一 样 的 , 但 它们 作为 范畴 
全 里 的 态 射 是 不 同 的 . 

如 果 对 于 范畴 驰 的 态 射 了 : 4 一 已, 存在 CE 的 态 射 9:B 一 ;4 
使 得 gf = 14, fg = 15, 则 称 态 射 是 一 个 同 构 (isomorphism), g 是 
/的 道 ， 如 果 还 有 ?9 : B -一 4 也 满足 gj = 14, fg' = 18 则 有 
9 = 9(f9) = (9f)9' = 9', 即 同 攀 f 的 逆 是 唯一 的 . 把 f 的 逆 记 为 /1 
显然 有 (7 六 1) -1 = 了. 

如 果 7 :4 一 上 B 是 范畴 的 同 构 , 就 称 对 象 4 和 已 是 同 构 的 . 在 
群 环 、 模 的 范畴 里 同 构 的 概念 与 原先 的 定义 是 一 致 的 , 在 集合 的 范 暑 


$2-1 范 时 的 定义 ?7 


里 , 范畴 论 意义 下 的 同 构 就 是 集合 间 的 一 一 映射 . 在 拓扑 空间 的 范畴 里 ， 
范畴 论 意义 下 的 同 构 就 是 拓扑 空间 的 同 且 、 

我 们 很 容易 得 到 范畴 亿 的 子 范畴 (subcategory) go 的 定义 : ob(co) 是 
obfc) 的 子 族 , 对 co 的 任何 对 象 4、B, 有 homeot4, 6) 5 home {A,B). 
如 果 有 homeu(4, 吾 ) 一 home(4, B)，, 就 称 @ 是 一 个 满 子 范 畴 (fult sub- 
category)， 记 b 是 名 的 满 子 范畴 , 而 入 是 民 的 子 范 畴 , 但 不 是 满 子 范 
畴 . 


练 习 2-1 


1.1 带 基 点 的 集合 (下 ,zt) 是 指 一 个 集合 蔷 以 及 它 的 一 个 基点 7 E 六. 如 果 我 
们 以 带 基点 的 集合 作为 对 象 族 , 定义 态 射 了 : (2] 一 2 (了, 引 为 满足 f(x) 二 
的 集合 的 映射 , 证 明 这 是 一 个 范 栈 . 
1.2 设 无 是 一 个 拓扑 空间 , 如 果 我 们 以 于 中 的 所 有 开 子 集 作为 对 象 族 , 对 
于 让 的 开 子 集 品 和 WV, 若 玉 奖 UV, 则 定义 hom(VW D0) = 名 , 苦 VW CY, 则 令 
hom(V, UU) 只 含 一 个 元 素 , 即 包含 映 射 记 v :Y 路 ( 注 : 符 导 一 表示 单 射 ). 证 
明 这 是 一 个 范畴 ; 记 为 pen( 六 ). 
1.3 设 上 是 一 个 范畴, C 是 其 中 一 个 取 定 的 对 象 . 今 
obfej/O] = |) hem(4,C)， 
AEobEEY 
即 世 /局 的 对 登 是 以 作为 终点 的 态 射 . 对 于 了 E hom(A4,C), 9 € hom(B,C) 定 
六 
hom(f,9) = {h € hom(A, B) | F = gh}. 
当然 我 们 必须 作 一 点 较 术 性 处 理 使 得 当 {f 四 天 (1 ,9 ) 时 有 
hom(f, ND) Nhom{f',9) <=. 
利用 范畴 中 的 夸 射 的 复合 可 以 定义 EAC 中 态 射 的 复合 ， 类 似 地 ; 单位 态 射 
17 = 14. 验证 这 样 定义 的 CE/C 构成 一 个 范 酶 , 称 为 C 上 对象 的 范 暑 . 


h 


三 B 


“78. 第 二 意 范 哇 
1- 和 4 设 上 是 一 个 范 且 ， 41, 42 是 区 中 两 个 取 定 的 对 象 . 令 
ob(E/{ Ai, AaD={(X, 1, fa) | X € obte), fi € hom(X, A;)), 
home pra, a (CX, i, f2), 0 91, 92)) 
= {he home(X,Y) | gh = ,i= 1,2). 
验证 CI{4i, 44} 是 一 个 范畴 


x 
hn nh A 
9g2 
如 -全 了 -4 


1.5 没 C 是 一 个 寿 , 令 ob( 忆 ) = {4] 是 一 个 单 点 集 , homf4, 4) = G. 验证 
人 是 一 个 范畴 . 其 中 每 个 态 射 都 是 同 构 . 问 它 的 子 范畴 是 什么 ? 满 子 范 畴 呢 ? 

1.6 证 明 在 群 的 范畴 上 必 里 存在 homf(Z, G)] 与 G 之 间 的 一 一 对 应 . 

1.7 范畴 下 的 生成 子 下 是 蕊 的 一 个 对 象 , 对 于 任意 的 六 9 € hom{A, B)， 
f 关 站 必 存 在 u E hom(U, A) 使 得 fu 闫 gu. 证 明 群 的 范畴 中 有 一 个 生成 子 . 

1.8 证 明 练 本 1.1 里 的 带 基 点 的 集合 的 范 暑 具有 生成 子 . 试 提出 例 1.1 到 1.9 
的 范畴 中 具有 生成 子 的 范畴 . 


$2-2 有 函 子 与 自然 变换 


在 同一 个 范畴 里 , 对 象 之 间 通 过 态 射 相 联系 而 在 不 同 的 范畴 之 问 
就 要 通过 函 子 相 联系 . 晒 子 把 一 个 范 畦 的 对 象 观 到 另 一 个 范畴 的 对 象 , 同 
时 把 对 象 间 的 态 射 喘 到 相应 对 象 间 的 态 射 . 所 以 鲜于 实际 上 就 是 范畴 间 
的 足 射 . 自然 变换 则 是 函 子 间 的 映射 . 


定义 2.1 设 筷 和 全 是 两 个 范畴 . 从 区 到 回 的 共 变 朱子 {covariant 
functor) FF :一 辣 由 两 个 部 分 组 成 : 一 个 是 对 京族 之 问 前 映射 , 它 把 
[中 的 对 象 映 到 名 中 的 对 寡 P(A). 另 一 个 是 态 射 集 间 的 映射 , 它 把 志 
射 fE home(4, 如 里 到 术 射 F(F) E homa (F(A), F(B)). 这 些 上 映射 要 
满足 下 列 索 件 : 


$2-2 函 子 与 自然 变换 .79: 


(F1) (14) = 1Pta) 对 于 人 多 中 的 所 有 对 条 4. 
(F2) (gf) = (9)F(f) 对 于 忆 中 所 有 使 9 有 意义 的 态 射 和 g. 


和 F(A) 
Ne Bw 
9 B Flgf) F(B) 
9 F(g) 
C F(O) 


与 共 变 函 子 相反 的 是 反 变 函 子 , 它 把 一 个 态 射 映 成 箭头 方向 相反 的 
态 射 : 

定 必 2.2 设 区 和 全 是 两 个 范畴 . 从 蕊 到 全 的 反 变 函 子 (comntravarrartt 
netor] GE 一 号 由 两 个 部 分 组 成 : 一 个 是 对 条 族 之 间 的 竖 射 , 它 把 
多 中 的 对 条 及 映 到 全 中 的 对 象 @G(4). 另 一 个 是 态 射 业 问 前 映射 , 它 把 态 
射 了 E home(A,B) 映 到 态 射 G(f) E homp{G(B),G(A)). 这些 映射 要 
满足 下 列 人 条件 : 

(EL G(14) = 1Gewm) 对 于 多 中 的 新 有 对 背 总 . 

(F2) G(gf) = G(f)G(g9) 对 于 中 所 有 使 9f 有 意义 的 态 身上 和 g. 


A G(A) 
Ne Gf) 
gf B G(gf) GB) 
9 (全 


C GO) 


80 ， 第 二 章 范 时 
对 于 一 个 已 知 的 范畴 E, 我 们 可 以 用 下 而 的 方式 构 作 它 的 对 偶 范 团 
《Gual category) cop: 便 得 ob(Eep) = cbfe)], 而 且 把 集合 home{B, 4) 取 
为 EeeP 时 的 态 射 集 homeop (了 4, 百 ). 为 了 区 分 , 当 了 E home(B, 4) 被 着 作 
homeern (4, BB) 里 的 态 射 时 就 记 为 f°?. 这 样 我 们 就 有 
gf = (gj 
从 对 偶 范畴 的 定义 不 难看 出 , 反 变 函 子 如 :ECE 一 外 可 以 被 看 成 一 
个 共 变 函 子 G : er 一 > 习 , 这 里 取 世 (Cd = GD),，E(fep) = G 有 反 
过 来 , 从 Cep 发 出 的 共 变 函 子 显然 都 可 以 用 上 述 方式 由 一 个 他 发 出 的 反 
变 郑 子 得 到 . 
有 了 对 偶 范 时 的 概念 ， 我 们 在 第 一 章 第 六 节 里 提 到 的 对 偶 性 就 可 以 
有 一 个 理论 基础 了 . 因为 把 所 有 的 箭头 反 向 就 相当 于 把 一 个 范畴 变 成 它 
的 对 偶 范畴 . 因此 一 个 论断 在 范畴 已 里 正确 当 且 仅 当 其 对 偶 论 断 在 对 侦 
范畴 EP 里 正确 . 这 样 要 证 朋 一 个 涉及 到 区 中 的 对 象 、 态 射 和 反 变 函 子 
的 论断 是 正确 的 , 只 要 证 明 eep 上 关于 其 共 变 函 子 的 对 偶 论 断 就 可 以 了 . 
因此 以 后 的 许多 结论 都 只 对 共 变 沙 子 的 情形 加 以 证 明 ， 关于 皮 变 函 于 的 
相应 结论 只 要 应 用 对 偶 化 即 可 得 到 以 后 我 们 往往 把 共 变 函 子 简称 函 子 . 
不 难 定义 钞 子 的 复合 . 例如 设 焉 :E -四 以 及 口 :本 一， 怎 是 两 
个 共 变 函 子 ， 那么 可 以 定义 它们 的 复合 函 子 GF :Ce 一》 EE 为 一 个 其 变 耳 
于 , 它 把 中 的 对 象 和 4 映 到 EE 中 的 对 象 GF(A) = G(R(A)), 把 态 射 六 < 
home(4,B) 喘 到 态 射 GF(f) = G(F( 有 )) E home(GF(A), GF(B)). 
如 果 由 肖 子 玉 : 一 全 确定 的 映射 
:home(A,B) —} homs (F{A), FCB)) 


是 单 射 , 则 称 此 函 子 是 忠实 的 (faitiful). 如 果 此 映射 是 满 射 , 则 称 此 函 子 
是 满 的 (ful). 


例 2.1 设 全 是 的 子 范畴 ， 包含 函 子 把 罗 的 对 象 和 态 射 映 到 的 相 
应 对 象 和 态 射 , 显然 这 是 共 变 函 子 . 当 名 是 本 身 时 ， 未 是 恒 等 函 子 1e， 

例 2.2 一 个 群 G 都 可 以 通过 Abel 化 得 到 一 个 Abal 商 群 GAG,G》， 
这 里 (G,G) 是 G 的 换 位 子 子 群 (定义 为 由 所 有 形 如 zyz-1y-! 的 元 素 生 


站 $2-2 函 子 与 自然 变换 -81 
成 的 子 嫩 , 其 中 zx,y 取 毅 吕 的 元 束 )，GAG,G) 是 G 的 最 大 AAbel 商 样 
把 群 上 映 到 Abcl 群 G/(G,G) 定 义 了 从 群 的 范畴 当 到 Abel 群 的 范畴 久 b 
里 的 一 个 共 变 函 子 . 用 同样 的 方式 也 能 得 到 从 群 的 范畴 号 到 自身 的 Abel 
化 冰 子 . 

例 2.3 对 于 任何 一 个 集合 都 可 以 构造 以 六 为 基 的 自由 也 模 V(X)， 
把 尘 映 到 下 (XX) 就 可 定义 从 集合 的 范畴 全 到 呈 模 的 范畴 了 ig 的 一 个 共 
变 函 子 . 类 似 地 可 以 定义 从 集合 的 范畴 后 到 域 己 上 向 报 空 间 范 畴 名 己 的 
一 个 共 变 孙子 . 

例 2.4 把 一 个 群 恕 网 到 它 的 依托 集合 就 定义 了 从 群 的 范 哮 所 到 集 
合 草 范畴 扣 的 一 个 具 变 孙子 . 类 似 地 可 以 定义 从 Abel 群 的 范畴 环 的 范 
上 时、 拓扑 空间 的 范畴 等 等 到 集合 的 范 旺 的 共 变 函 子 , 这 类 孙子 的 特点 是 
抛弃 建立 于 集合 之 上 的 各 类 数学 结构 , 仅仅 剩 下 集合 这 个 外 壳 , 因此 被 称 

忘却 范 子 (jorpethi functor). 

例 2.5 对 于 到 定 的 一 个 RR 模 4, 把 ER 模 8 映 到 县 模 Homa( 有 ,BB) 定 
义 了 从 三 模范 畴 如 R 到 自身 的 一 个 共 变 孙子 HomR(4, 一). 再 进一步 推 
广 到 和 尾 意 的 范畴 对 对 于 任意 取 定 的 一 个 对 象 4 E obfe), 把 B € ob(g) 
魏 到 home(44, 五 ) 可 以 定义 一 个 从 范畴 到 集合 的 范畴 全 的 一 个 共 变 函 
子 home(4, 一 ), 称 汶 共 蛮 hom 二 子 (copariant hom functor). 

例 2.6 对 于 取 定 的 一 个 只 模 吾 , 把 旦 模 和 4 映 到 玉 模 Homn(4, 石 ) 定 
义 了 从 号 模 范畴 和 ia 到 自身 的 一 个 反 变 卫 子 Homr( 一 ,BB). 再 进一步 推 
广 到 任意 的 范畴 所 , 对 于 尾 意 取 定 的 一 个 对 象 B € ob(@), 把 4E ob(@) 
映 到 home(4, BB) 可 以 定义 一 个 从 范 暑 志 到 集合 的 范畴 名 的 一 个 反 蛮 函 
子 homec( 一 ,号 ), 称 为 反 变 hom 函 子 (contravariant hom functor). 

例 2.7 对 于 取 定 的 一 个 五 模 4, 把 五 模 吾 映 到 玉 模 全 名 8 了 吾 定 多 了 
从 豆 模 范畴 ga 到 自身 的 一 个 共 变 函 子 和 4 久 & 一 - 

定 凡 2.3 设 世 和 全 是 两 个 范畴 , 下 G :人 一 人 加 是 两 全 共 变 面子. 
自然 变 搞 (natural transformation】T :五 一 各 是 一 续 杰 射 


{Ta E homa (F(A), G(A)) | A € ob(€)} 


. 82 . 第 二 章 范 时 
使 得 对 于 区 中 的 所 有 态 射 上: 4 一 日 有 以 下 的 交 拉 图: 


4 F(A) 一 G(A) 
f FF) Gf) 
B F(B) .~ G(B) 


如 末 所 有 的 TA 都 是 同 构 , 则 称 T 为 自然 同 构 {natural isomorphism). 


例 2.8 对 于 域 玉 上 向 量 空间 的 范 哑 好 P, 定义 一 个 双重 对 偶 的 共 变 函 
于 寻 :和 FF 一 + 各 FG(V) = 下 则 可 定义 自然 变换 为 7 :low 一 GG， 
这 里 7y = 上: 一 YY (参见 第 一 章 定理 5.10). 如 果 考 虑 好 P 的 由 有 
限 维 向 基 空 间 构成 的 满 子 范畴 了 9, 那么 刚才 定义 的 自然 变换 7 限制 在 
6 上 就 是 一 个 自然 司 构 . 


练 习 2-2 


2-1 设 王 :地 一 3 上 是 例 2.2 中 定义 的 六 Abael 化 孙子 , 证 明 由 Te :GG 一 > 
GAG,G) 定义 的 7 : le -一 下 是 自然 变换 . 

2.2 设 U :bp 一 宫 是 例 2.4 中 定义 的 从 Abel 阁 范 团 到 集合 范 旷 的 忘却 
落 子 , 让: 全 一 3 6 是 情 2.3 定 义 的 从 集合 范畴 到 Abel 群 范畴 ( 即 王 摸 范 旺 ) 的 
自由 函 子 . 试 定义 一 个 自然 变换 7 : FU 一 > lo 并 如 以 验证 . 这 里 FU 是 阔 子 
UU 与 下 的 复合 . 

2.3 设 菠 ,5 名 ,区 是 四 个 范 旷 , 了 G:C 一 防 , KE: 一 H:D 一 
E 都 是 函 子 . 设 7 :下 一? G 是 自然 变换 , 证 明 {Era | 4 e ob(@)] 是 三 已 到 
五 如 的 自然 变换 ; frktey | BE ob( 急 是 玉民 到 和 下 的 自然 变换， 

2.4 对 于 取 定 的 五 模 4, 例 2.7 定 义 了 左 张 其 积 函 子 4 四 中 一 . 请 读者 定义 
右 张 量 积 函 子 -- @a 4, 并 建立 这 两 个 函 子 间 的 一 个 自然 同 构 . 

2.5 设 范畴 名 的 对 得 是 复数 域 仿 上 有 限 维 向 量 空 间 , 其 态 射 为 向 量 空间 的 
辣 构 映射 . 试 证 明 下 列 结 论 : 

(DD) 和 如果 f :VY 一 是 名 的 态 射 ( 即 向 量 空间 的 辣 构 )， 那么 它 的 对 偶 喘 射 
了 :0 一 1 也 是 入 的 态 射 . 这 里 [Cw )](w) 二 [Fei 


的 令 DO) = 7 (月 = 了 ， 则 万 : 风 - 好 是 一 个 共 变 函 子 ; 


2-3 积 、 余 积 及 证 结构 .83 ， 
{3) 选 坡 V 的 基 {z1: ,Tn} 并 取 了 的 对 偶 基 { 六 :… :fn} { 即 满足 
天 (zj) 二 6 的 基 ). 则 令 Qv(ri) = 诺 可 以 诱导 向 最 空间 的 同 构 ev :Y 一 ". 
因此 有 av :一 D{VW); 
(4) 举 出 一 个 dim VV = 1 的 反例 说 明 @ = {av} 所 定义 的 同 构 a :1m 一 了 
不 是 自然 的 . 


$2-3 积 、 余 积 及 泛 结构 


在 第 一 章 里 我 们 已 经 学 习 过 模 的 直 积 与 直 和 的 构造 及 性 质 . 而 回想 
起 在 抽象 代数 中 也 学 过 群 与 环 的 直 积 , 它们 之 间 有 许多 共同 点 ， 现 在 我 
们 有 了 范畴 的 概念 , 当然 会 想到 如 何 把 直 积 与 直 和 的 定义 加 以 抽象 , 以 得 
到 范畴 论 里 的 一 个 普遍 定义 , 它 可 以 脱 高 具体 的 范畴 而 存在 . 这 是 本 节 
的 第 一 个 任务 . 

定义 3.1 设 世 是 一 个 范畴 , {4i | iE 了 是 人 的 一 族 对 条. [Ai |iE 
了 的 积 {product) 是 一 个 二 元 组 (已 {mi}), 其 中 万 是 区 的 一 个 对 象 ， 
Ti !: 卫 一 A; 是 一 族 术 射 (i € 站 ， 使 得 对 所 有 的 二 元 组 (B, {pi})， 
其 中 哩 是 巨 罗 对 杀 ， Pi ; 日 一 Ai 是 一 族 术 射 , 必 存 在 唑 一 的 态 射 
p;B 一 局 使 得 Nip 二 (pi 对 所 有 的 i ET 都 成 立 . 


B 
习 人 pi 
五 和 A; 
一 般 我 们 简单 地 把 二 元 组 中 的 对 象 称 为 {4:} 的 积 , 并 记 为 A;. 
当 了 是 有 限 集 时 , 也 记 为 A411.… 14 


命题 3.1 如 果 {P, {mi:}) 和 (外, { 员 i 都 是 范畴 区 的 对 象 族 {Ai|ie 
下 的 积 , 则 卫 与 外 是 同 构 前 . 
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证 明 : 由 于 卫 与 包 都 是 积 , 存在 态 射 :了 一 外 与 9: 旬 一 了 使 
得 下 图 对 于 每 个 i 了 都 交换 : 


所 以 有 Ti(9f) = mi = milp, 根据 积 的 定义 中 的 唯一 性 条 件 , 必须 
有 gf = 1p. 类 似 地 有 fg = lo- 因此 六 :已 一 Q 是 同 构 ， 口 


从 上 面 唯一 性 定理 的 证 明 中 可 以 看 出 其 实在 积 的 定义 中 就 已 经 蕴 合 
了 它 的 唯一 性 . 真正 成 问题 的 倒是 积 的 存在 性 . 并 不 是 任何 范畴 内 都 存 
在 一 族 对 象 的 积 的 - 从 唯一 性 可 以 知道 只 要 构造 出 一 个 对 象 使 它 符 合 定 
文 的 条件 , 它 就 是 要 找 的 积 . 

把 积 的 定义 中 的 所 有 态 射 的 箭头 全 部 反 向 , 就 得 到 了 积 的 对 偶 概 


定义 3.2 设 世 是 一 个 范 罪 , {4i | i EJ} 是 区 的 一 族 对 入. {4; |i Ee 
六 的 余 积 (coproduct) 是 一 个 二 元 组 (5,{Gj)， 其 中 号 是 马 的 一 个 对 肾 ， 
三 一 全 是 一 疼 态 射 人 fiE 了 ). 使 得 对 所 有 的 二 元 组 (B,{ 册 ,其 中 电 
是 忆 的 对 案 , Wi : di 一 在 是 一 闭 态 射 , 必 存 在 唯一 的 态 射 切 : 3 一 》 电 
使 得 Wti = wi 对 所 有 的 i E 了 者 成 立 . 
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A s 
Ee 
XN 
YY 
B 


一 般 我 们 简单 地 把 二 元 组 中 的 对 象 S 称 为 {4:} 的 余 积 ,并 记 为 
[A: 当 了 是 有 限 集 叶 ， 也 记 为 Al .1 An. 
1E 


命题 3.2 如 果 (3, {4 和 (TT {和 i 都 是 范畴 5 的 对 象 族 {Ai|2E 了 
前 余 积 , 则 三 与 本 是 同 构 竟 ， 口 


例 3.1 RE 模 范畴 MR 里 的 积 与 余 积 就 是 我 们 在 第 一 章 第 3 节 里 定 
义 的 直 积 与 直 各 - 

例 3.2 集合 范畴 全 里 的 积 就 是 我 们 熟悉 的 直 积 (也 可 称 为 迄 卡 尔 积 
或 加 氏 积 ), 这 里 青 叙 述 一 下 它 的 构造 方法 . 设 有 一 族 集 合 {5; | 1 & 卫 . 


P= a:I— | |)s, (人 人 Si 


定义 mi :了 一 5; 为 zi(a) = ca 全) 那么 (P {xi}) 就 是 {5i} 的 积 
(验证 作为 练习 )、 当 [是 有 限 僻 {1,… ,m 时 , P = Sx.… x 5 = 
{(x1, | € 51}. 

6 里 的 余 积 就 是 不 交 并 ， 即 LD Si = Us 不 交 并 也 可 实现 为 
{{i, x) | i EL x ES:}. 

例 3.3 群 范畴 以 及 环 范畴 的 积 都 可 先 构 造 集合 范畴 的 积 , 然后 再 定 
义 相应 的 运算 . 抽象 代数 中 就 是 这 样 做 的 . 这 两 个 范畴 的 余 积 也 是 存在 
的 , 但 构造 要 复杂 得 风 。 


我 们 在 第 一 章 里 定义 了 自由 模 . 现在 就 要 在 范畴 里 建立 自由 对 象 的 
概念 . 不 过 首先 要 对 范畴 作 些 限制 
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定 3.3 具体 范畴 (econcrete category) 是 一 个 范 因 开 , 它 的 每 个 对 
象 4 却 与 一 个 称 为 底 和 集 (underiying set) 的 集合 o[A) 相关 联 , 并 且 满 足 
下 列 三 个 条 件 : 
(1) 每 个 志 射 4 一 昌都 是 底 集 的 映射 0(A4) 一 ; o(B); 
(2) 14 就 是 1o0ai 
(3) EC 内 的 态 射 的 复 含 和 底 业 上 相应 映射 的 复合 是 一 致 的 . 


我 们 通常 过 到 的 群 的 范畴 、 环 的 范畴 . 模 的 范 酶 . 域 上 向 量 空间 的 
范 时 、 拓 补 空间 的 范畴 等 者 是 具体 范畴 的 例子 . 这 时 的 o 就 是 把 一 个 数 
学 结构 与 它 的 元 素 的 集合 相关 联 这 样 我 们 可 以 略 去 符号 o, 二 既 可 以 
代表 有 具有 某 种 数学 结构 的 对 象 , 也 可 以 代表 不 附带 任何 其 他 结构 的 集合 . 
不 过 读者 要 注意 区 分 范畴 的 态 射 与 集合 间 的 映射 , 后 者 不 一 定 是 态 射 


定义 3.4 设 信 是 具体 范畴 区 中 的 一 个 对 象 , i :一 也 是 集合 的 
映射 . 如 果 对 寺中 任意 一 个 对 痕 4 以 及 集合 的 映射 : 下 一 A, 存在 
所 中 唯一 的 态 射 了 :VV 一 有 4 使 得 形 一 了, 则 称 V 是 集合 贸 上 的 自由 对 
象 (free obyect). 


YY 
:3 


YY 
硫 1 本 


比较 第 一 章 的 命题 4.1 可 以 看 出 自由 模 是 中 模范 畴 %tn 里 的 自 由 对 
象 . 


命题 3.3 设 世 是 一 个 具体 范 团 ,VV 都 是 区 的 对 象 , 并 且 VV 和 六 
分 别 是 于 与 瑟 " 上 的 自 由 对 亲 . 如 果 | 所 | 一 | 才 ? ( 即 业 合 互 与 吾 ' 等 势 )， 
则 及 与 Y7 同 构 口 


证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
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前 面 定义 的 积 . 余 积 和 自由 对 象 都 具有 泛 映 射 性 质 , 也 就 是 说 在 基 
些 条 件 满足 的 前 提 下 必定 存在 从 这 个 对 象 出 发 或 到 达 这 个 对 象 的 唯一 的 
态 射 , 而 且 这 样 定义 的 对 象 都 是 互相 同 构 的 . 类 似 这 样 的 情况 是 很 多 的 ， 
因此 我 们 又 可 抽象 出 以 下 的 概念 - 


定义 .5 如 果 范 畸 亿 时 的 对 彰 区 有 这 样 的 性 质 : 对 于 他 的 任何 对 
条 电 , 集合 hom(4, B)] 只 会 一 个 元 素 , 则 称 这 样 的 对 参 为 始 对 象 (initial 
obyee 上 或 泛 对 象 (universal object)， 如 果 对 于 所 的 性 何 对 象 日 ， 集合 
hom(B,A) 只 含 一 个 元 素 , 则 称 这 祥 的 对 泰 为 终 对 象 (terrainal object) 
或 亲 泛 对 象 (cowniversal object). 


命题 3.4 范 哮 开 的 泛 对 到 都 是 同 柏 的 , 它 的 余 汽 对象 也 是 月 构 的 ， 


证 明 : 设 了 ,J 是 两 个 泛 对 象 , 则 有 唯一 的 态 射 了 :了 -一 了 及 9: 
了 一} J， 央 而 gj € home( 记 站 但 1 € home 人 7 门 ,由 唯一 性 即 得 
9f = 17- 同 祥 可 证 Jog = 17. 口 


例 3.4 在 集合 范畴 名 中 空 集 忆 是 泛 对 象 , 单 点 集 是 余 证 对 象 . 
例 3.5 群 范畴 台中 单位 群 {e} 既是 泛 对 象 义 是 余 泛 对 象 . 民 模 范畴 
ia 里 的 零 模 0 也 既是 泛 对 象 又 是 余 泛 对 佘 . 


下 面 的 例子 说 明 只 要 适当 定义 范畴 , 就 可 以 把 积 、 余 积 及 上 自由 对 象 
看 成 某 个 范畴 的 兴 对 象 或 余 泛 对 象 ， 


例 3.6 练习 1.4 定 义 的 范畴 C/{41, 42} 中 的 余 汪 对象 就 是 范 时 区 
中 对 象 的 积 A11142. 请 读者 考虑 如 何 定义 一 个 新 的 范畴 使 得 其 中 的 沦 对 
象 就 是 范畴 虑 中 对 象 的 余 积 4: I 42. 

例 3.7 设 区 是 具体 范畴 , 臣 是 某 个 给 定 的 集合. 我 们 用 下 面 的 方式 
定义 一 个 新 范畴 全 . ob( 人) = [J homes(a 有 ,这 里 入 是 各 中 对 旬 


AEob({) 


的 底 集 、 对 于 今 中 的 两 个 对 每 了 :六 一 3 以及 9 下 一 + 如 , 定义 
homa (f,9) 为 满足 hf 二 g 的 态 射 h & home(4,B) ( 见 下 图 ). 
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请 读者 自己 验证 全 确实 是 一 个 范畴 如果 范畴 全 合 有 江 对 象 i: 
蔷 一 ,那么 就 是 范畴 EE 中 在 尖 上 的 自由 对 每. 
例 3.8 在 范畴 内 取 定 两 个 有 相同 值 域 的 态 射 pl : 41 一 > C 及 


p23 :本 2 一 人 人 今 


ob(D) = {G 所 有 


天 Epobtg), 瑟 Ehomf 生 4 有 全 一 1,2， } 


pifi = 加 2 产 
天 一 Ji 
homo((X, f, f2), (Yq1, 92))} 二 4 丹 和 天 home (X,Y) z 1 / } 


类 似 于 练习 1.4 读 省 可 以 验证 全 是 一 个 范 上 暑 . 


蔗 
h nn 
Y 及 
fa 1 i 
F2 好 1 
4 


范畴 全 的 余 泛 对 和 象 (如 果 存 在 ) (Z,pi, ps2) 称 为 范畴 世 中 态 射 对 
《91 22) 的 拉 回 (puli-back)， 态 射 坟 ,pas p182 构成 一 个 交换 方 图 ， 拉 
回 (2Z,p1,pa) 也 可 用 以 下 性 质 定义 : 对 于 任 中 任意 的 对 象 避 以 及 满足 
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pi 二 2 入 的 访 射 上 & home(XX, ai), 必 存 在 唯一 的 态 射 h :人 一 > 2 
使 得 pih = 记 ( 见 下 图 ). 


及 
记 有 
pd 过 
fo D1 ' 
Pp2 pl 
A 


还 可 以 用 另 一 种 方式 定义 态 射 对 (et p2) 的 拉 回 . 在 练习 1.3 里 定义 
了 C 上 CE 对 象 的 范畴 EC/C. yp; 可 以 看 成 是 E/C 中 的 对 象 , pi 在 范畴 CE/C 
里 的 积 就 是 (4p1,42) 的 拉 回 . 因此 常常 把 这 个 拉 回 称 为 态 射 (yg1; 2) 的 
纤维 积 (fiber product), 记 为 41 xc A2. 

例 3.9 范畴 EE 内 的 拉 间 的 对 偶 概 念 称 为 推出 (push-out). 请 读者 模 
仿 例 3.8 用 三 种 方式 定义 态 射 对 的 推出 , 

例 3.10 在 请 模 的 范 暑 MR 内 取 定 两 个 对 象 4 B, 我 们 构造 一 个 
范畴 另 (4, B), 令 它 的 对 象 集 与 态 射 集 为 

ob(B(A, 8)) = {f :A x B 一 3 C 是 双 线 性 映射 | Ce ob(mtr)} 


hommw(a,B)(f, 9) 一 {h Et homann (©, D) | 二 hf}, 
这 里 9 : 有 x B 一 DD 也 是 双 线 性 映射 . 范畴 涩 (4, 如 ) 的 泛 对 每 就 是 
i:AxB— A@rB. 
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3.1 验证 例 3.2 中 构造 的 集合 范畴 所 的 积 与 余 积 . 

3.2 证 明 在 群 的 范畴 攻 里 , 加 群 忆 是 单元 集 忒 = {1} 上 的 自 册 对象 ， 并 证 
明 有 理 数 加 群 急 不 可 能 是 自由 对 象 . 

3.3 斌 证明 命 题 3.3. 
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3.4 设 有 范畴 已 以 及 其 中 的 两 个 对 象 4 43， 试 定 文 一 个 范 上 司 , 使 得 全 
中 的 证 对 象 就 是 4 42 在 也 中 的 余 积 . 
3.5 模仿 例 3.8 用 三 种 方式 定 六 范畴 上 里 态 射 对 的 推出 . 


$ 2-4 可 表 函 子 与 伴随 男子 


对 于 任意 一 个 范畴 €, 必 有 一 批 与 之 共存 的 函 子 , 就 是 从 范畴 多 到 和 集 
合 范 畴 全 的 hom 函 子 ha = home(A,—) 以 及 h? = home( 一 , BB). 我 们 
把 能 与 这 些 瑞 子 自然 同 构 的 函 守 称 为 可 表 函 子 . 


定 六 4.1 设 人 是 一 个 范畴 , 后 是 集合 的 范 轩 . 万: 一 各 是 一 个 
共 变 面子 . 如 果 存 在 4E obfE)] 以 及 自 热 同 构 x : home(4, 一 ) 一 下, 就 
称 玉 是 可 表 函 子 (representable funetor), 二 元 组 (4,a) 称 为 下 的 代表 
(representative), 也 称 瑟 可 用 对 各 A 表示. 

类 似 地 对 于 一 个 反 亚 丁子 品 : 人 一 各， 如 果 存 在 电 BE ohbfgy 以 到 
自然 同 构 8 : home(--, 昌 ) 一 G, 就 称 G 是 可 家 本 子 , 二 元 组 (B,) 称 
为 侣 的 代表 . 


再 束 琢 子 与 证 或 余 证 对 象 有 着 密切 的 联系 . 我 们 这 里 给 出 几 个 例子 . 


例 4.1 设 上 是 一 个 具体 范畴 ， 对 于 一 个 给 定 的 集合 下 , 我 们 定义 函 
了 FPF:Co SF: F(A) = homs{ 芳 ,A). 设 i: 让 一 VWV 是 革 上 
的 自由 对 象 , 并 定义 集合 的 鼎 射 a : home( A) 一 home (X, 4} 为 
aa[( 有 六 = 天 则 二 元 组 (Va) 是 五 的 代表 . 

例 4.2 设 9in 是 吾 寞 的 范畴 ， 4、 也 是 两 个 取 定 的 机、 冰 子 
:和 一? 全 定义 如 下 : 对 于 hr 的 一 个 对 象 C 定义 F(C) 为 从 
44x 号 到 C 中 的 双 线 性 英 射 的 全 休 , 对 于 9 < Homg{C, DD), 定义 F(g) 
为 把 双 线 性 映射 f € FF(O) 变换 为 双 线 性 映射 9f E FP(D) 的 映射 如 
果 我 们 定义 ac ; Homn(4 BR BC) -人 EEC) 为 acth) = hi, 这 里 
1 :及 xx 了 -一 A4@R B 是 典范 双 线性 映射 (参见 第 一 章 第 7 节 )， 则 
(4 名 R 吾 ,a] 表示 了 洒 子 . 
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可 表 函 子 的 性 质 当然 会 反映 在 它 的 代表 上 . 下 面 的 Yoneda (米田 信 

夫 , Yoneda Nobuo, 1930~) 引 理 就 反映 了 这 样 的 关系 . 我 们 把 以 从 范畴 

e 到 集合 的 范畴 的 英子 作为 对 象 的 范畴 记 为 于 范畴 信 的 态 射 是 从 一 个 

沙子 到 男 一 个 函 子 的 自然 变换 . 设 h: C5 -一 车 是 一 个 函 子 , 它 把 区 中 的 

对 象 4 映 为 画 子 ha E ob($). 下 面 的 Yoneda 引 理 实际 上 是 说 : 函 子 

建立 了 范畴 与 它 的 可 表 函 于 的 对 情 范 畴 间 芍 一 个 等 价 . 这 个 引 理 也 说 
明了 可 表 函 子 的 代表 是 唯一 的 ， 


引 理 4.1 (Yoneda (米田 ) 引 理 ) 设 站 和 电 是 范畴 亿 的 对 亲 , 则 有 
homa{ha, ha) — home(B, A) 
piha—m he + palla) 

证 明 : 因为 ww 是 从 函 子 ha 到 hp 的 自然 变换 , pa :homt4,4) 一 
hem(B, 4) 是 集合 的 映射 , 它 把 恒 等 映 射 14 映 为 pa(1a)， 因此 命题 中 
定义 的 确 是 映射 . 为 了 证 明 它 是 集合 问 的 一 一 映射 , 我 们 只 要 定义 它 的 道 
映射 . 对 于 € hom(B, 4), 取 它 的 象 为 自然 变换 昌 : ha 一 3 hs, 对 于 
CEobfe), 定 净 

Be: hom(A, C0) — hom(B,C) 
9 mm gf 
具体 的 验证 就 略 去 了 口 


按 善 我 们 还 要 介绍 重要 的 伴随 函 子 的 概念 ， 为 此 先 引 入 乘积 范畴 
(product category). 范畴 和 全 的 乘积 范畴 Ex 名 的 对 象 族 是 所 有 的 二 
元 组 (CG,D), 其 中 必 € ob{ 扑 , D E ob(D). Ex 全 中 的 态 射 (C,D) 一 
(0C', 吕 是 二 元 组 (f,9) E home (CC') x homw(D, DD'). 态 射 的 合成 是 
(f',9)(f,9) = (ff,9'9). 

多 变量 的 函 子 可 以 被 署 成 从 宋 积 范畴 出 发 的 函 子 ， 儿 变量 困 子 的 
最 重要 的 例子 就 是 hom 孙子 , 它 可 以 被 看 成 从 鼠 x 代 到 集合 范 上 各 的 
孙子 ，、 hoem 册子 关于 第 一 个 变量 是 反 变 的 , 关于 第 二 个 变量 是 上 共 变 的 . 
hom 函 子 把 二 元 组 (CG, DD) 映 为 homefC, 万 ), 而 把 态 射 的 二 元 组 ( 户 拉 : 
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(CD) (CD) (FE home (CO), 9 € home(lD, DDN) 为 
home(f, 0) : home(O,D) 一 home(lC', D') 
P 上 gpf 


如 下 图 所 示 : 
已 
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有 

现在 设 忆 :CE 一 全 和 GG : 匀 一 上 是 共 变 函 子 . 则 home( 一 ;GG( 一 )) 
和 homa (下 (一 ), 一 ) 都 是 从 CC x 全 到 集合 范 栈 里 的 丽 子 ， 它们 都 是 关于 
第 一 个 变量 反 变 , 关于 第 二 个 变量 共 变 的 函 子 . 这 两 个 函 子 间 的 自然 同 
构 @: bome{-,G(-)) 一 homa (有 (一 ), 一 ), 就 是 对 于 每 一 对 CE 全 ， 
DE 分 , 存在 集合 的 一 一 映射 

ac,p : home(C, G(D) 全 homp (FC), D) 

使 得 对 每 一 对 态 射 了 e home{C',C) 以 及 g € homap(D, D7) 帮 有 以 下 的 
交换 图 : 


Cr hometf, gp) 


oD 


home {©, G(D)) homo {(F(O), D) 


home (lf, G({g)) homa (F(f), 9g) 


[人 有 
home(C',G(D)) —— ~ homa{F(O'), D') 


定 尽 42 设 下 :区 一 个 和 他: 站 一 迄 是 两 个 共 变 霄 子 . 如 果 符 
在 自然 同 构 ca : home{ 一 ， GG 一) -一 homa ( 王 ( 一 ) 一 ), 则 称 画 子 局 及 况 
子 乒 的 右 伴随 国 子 (rigAt adjoint functior), 称 函 子 站 是 男子 如 的 左 伴 随 
国 子 (ieft odjoint functor), 称 (互信 ) 为 伴随 对 {adjoint Pair). 


例 4.3 第 一 章 的 命题 7.6 对 于 任意 的 R 模 4.、 B 和 C 建立 了 以 下 的 
同 构 ; 


Homa(A ®r B,C) S Homa(A, Hom a (B, ©)). 


$2-4 可 表 函 子 与 伴随 函 子 “93. 

这 个 等 式 给 出 了 张 若 积 函 子 一 久 R 与 Hom 函 子 再 omR( 瑟 ,一 ) 间 的 人 

伴随 对 与 可 表 函 子 间 有 着 密切 的 联系 . 

命题 4.2 共 变 画 子 好 :加 一 人 芝 有 在 伴随 画 子 的 充 要 条 件 是 对 任 总 
的 CE obfg ,男子 homefCG(-)) 是 可 表 的 ， 

证 明 : (全 ) 设 F:€ -一 急 是 如 的 左 伴随 函 子 , 则 对 每 对 C € ob(e 小 
DD & ob 人 9) 都 有 集合 间 的 一 一 映射 

cp : homa (FP(O), D) — home(C; G(D)), 

向 且 这 个 映射 关于 变量 局 和 品 痢 是 自然 的 . 所 以 对 于 固定 的 C, 二 元 组 
((O), ac,-) 是 函 子 home(C,G( 一 )) 的 代表 . 

(二) 如 果 用 4Ac € ob( 分 ) 记 却 子 home(C,G( 一 )) 的 代表 , 那么 可 以 
定义 一 个 共 挛 函 子 也 : C 一 全 使 得 F(C) = 4c 并 且 还 有 函 子 间 的 自 
然 同 梅 


I 


homp{(F(—),—) — home(—, G{(~—)). 
其 证 明 是 比较 繁复 的 验证 , 我 们 覆 去 了 口 


由 可 表 函 子 的 代表 的 唯一 性 可 以 推出 同一 个 铺子 的 左 伴随 函 子 是 自 
然 同 构 的 . 


练 习 2-4 


4.1 如 果 在 范畴 E 里 取 定 了 两 个 对 象 44，、4a, 试 定义 一 个 共 变 销 子 下 : 
[一 全 使 得 下 可 用 对 象 A41 了 A 表示， 

4.2 证 明 从 瑟 糟 范畴 gta 到 集合 范畴 后 的 忘却 函 子 (参见 例 2. 各 以 及 从 群 
的 范畴 总 到 集合 范畴 全 的 忘却 函 子 都 是 可 表 函 子 - 

4.3 设 瑰 g 基 呈 模 的 范畴 , 是 集合 的 范畴. C : 顷 R 一 2 全 是 忘却 销 子 
(参见 例 2.4), 验证 的 相伴 随 函 子玉 : 合 一 ? 和 ia 就 是 把 一 个 集合 关上 映 到 以 六 
为 站 的 自由 模 的 话 子 . 

4.4 设 半 是 一 个 取 定 的 集合 , 全 是 集合 的 范 咕 . hx = home{X, 一) :全 一 
全 是 共 变 hom 孙子 , 证 明定 义 为 一 XX x 了 的 务 于 局 :全 一 合 研 函 于 hx 
的 在 华 随 钞 于 . 
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32-5 Abel 范畴 


为 了 能 把 同调 代数 的 概念 和 方法 推广 到 模范 畴 以 外 的 范畴 , 有 必要 
对 一 般 的 范畴 附加 适当 的 条 件 . 本 节 将 引入 Abel 范畴 的 概念 , 为 建立 同 
调 代 数 打 下 基础 . 

我 们 先 参 考 第 一 章 命题 2.1 和 2.2 把 单 同 态 和 满 同 态 的 概念 排 广 到 
一 般 的 范畴 . 


定义 5.1 设 1 :C0C 一 2 DD 是 范畴 区 中 的 态 射 . 如 果 对 所 有 的 对 葵 
如 € ob{C) 以 及 所 有 满足 fh 二 fg 的 志 射 g,he hom{(B,C), 孝 有 hh 二 g， 
则 称 了 是 单 态 射 (monomorphism) 长 单 的 (monic}， 如 果 对 所 有 的 对 亲 
吾 EobtE] 以 玉 所 有 满足 Wf 二 bf 的 态 射 u,J E hom(D, 博 ), 都 有 二 
则 称 f 是 满 态 射 (epimorpiism) 或 满 的 [epic)， 


例 5.1 集合 范畴 中 的 单 态 射 和 满 态 射 就 是 通常 的 单 映 射 和 潢 映射 
(练习 5.1). 此 外 群 范 畴 、 环 范畴 以 及 忆 模 范畴 里 的 单 态 射 就 是 通常 所 说 
的 单 同 态 . 群 范畴 和 五 模范 畴 里 的 洲 态 射 就 是 通常 的 满 同 态 . 

例 5.2 在 环 的 范畴 里 , 满 同 态 一 定 是 满 态 射 , 但 反之 不 一 定 正确 . 反 
例 见 练习 5.2. 

例 5.3 练习 5.3 给 出 了 一 个 单 态 射 但 不 是 单 同 态 的 例子 . 


命题 5.1 设 f :4 一 电 和 g: 昌 一 3 忆 是 范 畦 CE 里 的 态 射 , 则 : 
(1) 若 了 和 9 是 单 态 射 , 则 8 也 是 单 坊 射 ; 

(2) 若 9 了 是 单 态 射 ， 则 了 也 ,是 单 术 射 ; 

(3) 若 了 和 9 是 满 态 射 , 则 gf 也 是 满 直 射 ; 

(4 车 gf 是 油坊 射 , 则 9 也 是 满 态 射 ; 

(5) 着 了 是 同 构 , 则 了 既是 单 态 射 又 是 满 态 射 。 口 


例 52 和 5.3 说 明 命题 5.1(5) 的 逆 命 题 不 一 定 正确 . 


$2-5 ”各 bel 范畴 * 95: 
如 果 范 畴 筷 的 一 个 对 象 既 是 始 对 象 又 是 终 对 每, 则 称 这 个 对 象 为 零 
对 象 (zero object)， 零 对 象 都 是 互相 同 物 的 . 因此 可 把 的 零 对 象 记 为 
De 或 0. 对 好 的 任意 对 象 C 存 在 唯一 的 态 射 0 一 各 以 及 一 小 


命题 5.2 设 世 是 带 有 零 对 条 上 0 的 范畴 , 则 : 
{1) 对 任意 对 象 4, 0 一 和 是 单 态 射 , 4 -全 00 是 满 态 射 ; 
(2) 对 任意 两 个 对 豪 妃 和 C, 存在 唯一 的 态 射 
Dap € home (B,C), 
称 为 堆 坊 射 (zero morphism), 它 对 任意 的 态 射 了 E home(4,BB) 以 及 
gE home(lC,DD) 都 有 


onf =0ca; 80cB = OpB. 


证 明 : (1) 见 练习 5.5. 
{2) 上 先 证 唯一 性 . 设 有 两 族 零 态 射 {0cB} 及 {f0caj}, 则 根据 零 态 射 
的 性 质 有 
Oca = 0cap0sa 一 0ca- 
存在 性 : 很 容易 想到 0cp : BB 一口 应 该 是 态 射 吾 - 0 与 0 一 + C 
的 复合 . 细节 留 给 读者 去 完成 ， 口 


定义 5.2 设 有 ,gE home(B,O) 是 范 咕 区 的 两 个 态 射 . 坊 射 对 (f,g) 
的 整 核 (diJference Kernel) 是 一 个 态 射 i: 下 一 日 , 它 满足 以 下 条 件 : 
(1) fi = g6; 
(2) 如 果 有 :A 一) 日 是 一 个 态 射 , 满足 fh 一 9h, 则 存在 唯一 的 态 
射 凡 :有 4 一 下 使 得 读 一 天 


f 
K B [| 
人 g 
下 五 
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对 偶 地 ， 志 射 对 (六 由 的 状 祭 核 (derence cokerniel) 是 一 个 态 射 
了 :人 局 一 DD, 它 满 是 以 下 条 件 : 
(1) 7f = 19; 
(2) 如 果 上 由 ;CC 一 悍 是 一 个 态 射 , 满足 hf = hg, 则 在 在 唯一 的 术 
射 及 :也 一 巨 使 得 hi ==. 


f 四 
Bt” .pn 
? 
:不 
hh : 
YY 
E 


如 果 邓 是 带 有 霍 对 译 0 的 范 轩 , 则 称 (站 0cz) 的 盖 护 为 态 射 了 的 核 
(kernel), 称 (f,0cB8) 的 差 余 核 为 态 射 f 的 余 核 (cokernel). 


例 5.4 在 群 、 环 与 忆 模 的 范畴 里 , 态 射 对 六 9 : B 一》 C 的 闫 核 就 
是 五 二 世 E 吾 17 = 9(8)} 到 B 内 的 包含 同 态 i: K -> 有 在 鼠 异 
范畴 里 态 射 对 (f,g) 的 差 余 核 就 是 自然 同 态 v : C 一 ; C/ Im(f ~ 9)- 


不 难 证 明 差 核 和 核 是 单 态 射 , 差 余 核 和 余 核 是 满 态 射 (练习 8.6). 事 
实 上 差 核 与 差 余 核 都 是 适当 范畴 的 余 汉 对 和 象 或 涝 对象， 因此 它们 在 同 构 
意义 下 叭 一 (练习 5.7). 


现存 我 们 要 对 范畴 内 加 新 的 条 件 ， 使 得 在 这 些 范畴 上 也 能 建立 与 
人 Abel 群 范畴 或 模范 畴 一 样 的 同调 代数 理论 ，Abel 群 范畴 或 丸 祝 范 
睹 的 抽象 就 是 Abel 范畴 在 50 年 代 与 60 年 代 早 期 许多 注意 力 都 集 
合 在 Abel 范畴 上 ， 因为 它 对 同调 代数 的 发 展 提供 了 一 个 充足 的 基础 . 另 
一 方面 , B. Mitchell 证 明了 完全 候 和 人 定理, 断言 每 个 小 Abel 范畴 (这 里 
的 "小 "总 为 范畴 的 对 象 族 是 一 个 集合 ) 均 可 被 完全 嵌入 基 个 环 上 的 神 范 
哇 , 而 且 正 合 关系 仍然 保持 . 因此 当 我 们 在 论证 只 涉及 到 有 限 图 以 及 核 、 
余 核 、 彰 等 慨 念 的 问题 时 ， 可 以 认为 我 们 是 在 模 的 范畴 里 讨论 . 从 而 可 以 
运用 象 图 跟踪 这 样 的 方法 , 把 范 栈 的 对 象 想象 成 一 个 集合 . 不 这 在 问题 


和 2- 症 4Abel 范 晨 - OF- 


中 不 能 率 涉 到 无 限 的 图 , 例如 无 限 的 积 或 作 积 , 完全 堪 入 定理 在 这 种 情形 
下 是 无 效 的 . 

定义 5.3 设 世 是 一 个 范畴 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 , 则 称 它 是 点 bel 范 
畴 (abeilian category): 

(Abl) 有 霍 对象; 

(Ab2) 中 任意 两 个 对 象 的 积 与 余 积 存在 ; 

(六 b3) 忆 的 任何 态 射 都 有 核 与 余 核 ; 

(Ab4) 每 信 单 态 射 者 是 它 的 余 态 的 接 , 每 个 满 态 射 都 是 它 的 核 的 余 
核 ; 

(Ab5) 每 个 坊 射 部 可 分 解 为 站 二 me 的 形式 , 其 中 届 是 一 个 单 坊 射 
e 是 一 个 满 态 射 - 


例 5.5 Abel 群 的 范畴 与 五 模 的 范畴 都 是 Abel 范 团 . 但 群 的 范畴 不 
是 Abel 范畴 , 这 是 因为 群 同 态 的 核 必 须 是 正规 子 群 , 所 以 (Ab4) 的 前 半 
部 分 不 满足 . 环 的 范畴 也 是 同样 的 情形 . 可 见 Abel 范畴 的 条 件 是 祖 当 强 
的 . 


定义 5.4 设 亿 是 一 个 范畴 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 , 则 称 它 是 加 性 范 
畴 (additive category): 
(ACl) 世 有 罕 对 象 ; 
(六 C2) 对 每 对 对 和 象 (4,B), home({ 有 ,号 ) 是 一 个 Abel 加 群 ， 且 以 堆 
态 射 0BA 作为 过 元 ; 
(六 C3) 态 射 的 复合 是 双 线 性 的 , 即 对 于 A, B,C € obfe), f, 有 ,fe 
home(A4, B), 9,g1,92 E home(B,C), 有 
(9 十 更 三 及 十 gf 
ot+ f= gh + gp; 
(六 C4) 对 于 多 中 的 任意 有 限 多 个 对 亲 A1，… ,A 都 存在 唯一 的 对 
紊 4 及 既 是 它们 的 积 , 又 是 它们 的 余 积 .以 后 把 对 杂 和 4 称 为 441,…- An 
的 直 和 , 记 为 Al 四 -四 4 
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定理 5.3 点 bel 范 因 一定 是 加 性 范 因 . 口 


我 们 把 这 个 定理 的 证 明 作 为 练习 3.8 供 朋 兴趣 的 读者 尝试 . 其 证 明 
的 思路 大 致 如 下 : 首先 利用 两 个 对 象 41 与 da 的 积 与 余 积 的 性 质 建立 一 
个 态 射 41 42 一 A1IL42. 再 利用 短 正 会 列 的 同 构 引 理 (第 一 章 引 理 
2.9) 证 明 这 个 态 射 是 同 构 , 这 样 就 得 到 了 两 个 对 象 的 积 与 余 积 的 同 构 性 . 
具 这 一 点 出 发 很 容易 归纳 地 得 到 任意 有 限 才 个 对 象 的 积 与 余 积 的 存在 与 
同 构 .最 后 从 上 述 性 质 可 以 导出 态 射 集 合 内 的 加 法 运算 , 使 它 成 为 Abel 
群 . 


定义 5.5 设 吾 :CE 一 全 是 两 个 Abel 范畴 间 的 男子 ,如果 对 于 区 中 

的 任意 两 个 对 象 已 和 口 , 有 
FCBD)= FO 8 FD), 

即 确 子 己 保持 直 和 , 则 称 五 为 加 性 为 子 (additive functor). 

命题 5.4 设 玉 :人 世 一 全 是 两 个 Abel 范 畸 间 的 加 性 田子 , 则 孙子 王 
定义 了 Abal 群 home(C,D}) 与 homp{F(C), (DY) 之 问 的 群 同 态 , 即 

FFD=F+F9), 0) =0， 

此 外 , 加 性 函 子 把 分 裂 正 合 列 映 为 分 裂 正 合 列 口 

我 们 略 去 了 这 个 命 征 的 证 明 . 事实 上 从 定理 5.3 的 证 明 中 已 经 弄 合 
了 这 个 命题 ,既然 态 射 间 的 加 法 可 以 从 积 与 祭 积 的 构造 中 推导 出 来 , 那 
么 保持 积 与 余 积 的 阔 子 也 应 该 保持 态 射 的 加 法 . 并 且 这 个 条 件 也 是 充分 
必要 的 . 


定义 5.6 如 果 一 个 从 AAbel 范畴 到 各 bel 范 呆 的 共 变 加 性 孟子 丽 把 
任意 的 正 舍 列 
MM M0 
变 除 成 一 个 右边 正 合 的 列 : 
0) oo FOM) — PIM") 一 0, 


32-5 Abel 范 且 “09. 


则 称 五 为 右 正 合 函 子 (right-exact furnctor); 如 果 玉 把 任意 的 正 合 到 
D 一 0 一 ay 一 


变 贸 成 一 个 走边 正 合 的 列 : 
0 一 FM 一 Fa — PM), 
则 称 乒 为 在 正 合 国 子 (ieft-exact functor). 
类 似 地 车 避 是 反 灾 加 性 沙子 ,个 把 任意 的 正 合 列 
0 一 MM 


变换 成 一 个 大 边 正 会 的 列 : 
Gd 一 GO — GCM — 0, 
到 称 局 为 右 正 合 函 子 ; 如 果 避 把 任意 的 正 会 列 
MN M0 


变 接 成 一 个 左边 正 合 的 列 : 
0 GM + GCM) GNM), 
则 称 G 为 左 正 合 函 子 . 
既是 去 正 合 又 是 右 正 合 的 函 子 和 为 正 合 函 子 (exact functor]， 因此 
正 合 共 变 男子 已 或 反 变 还 子 侣 把 任意 的 短 正 合 列 
0 一 My MM" 0 


变换 成 一 个 短 正 侣 列 ， 
0 一 一) 人 OO OD 


0 GM ) — GNM) oo GEM) — 0. 


例 5.4 在 及 模范 畴 tr 到 自身 的 函 子 中 , 最 重要 的 左 正 合 函 子 就 是 
两 个 Hom 函 子 Homg(4, 一 ) 及 Homn{--, BY). 张 量 积 丽 子 4 名 RR 一 则 是 
最 重要 的 右 正 合 函 子 . 


. 100 . 第 二 章 范 旺 
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5.1 证 明 集 合 范畴 后 里 的 单 态 射 和 满 态 射 就 是 单 爱 射 和 满 映 射 . 
$5.2 证 明 包含 同 态 了 :2Z -一 如 是 环 的 范畴 里 的 满 态 则 , 但 了 显然 不 是 满 同 


5.3 证 明 自 然 同 态 ” :多 一 Qj 名 是 可 除 Abel 群 范畴 里 的 单 态 射 , 但 不 
是 群 的 单 同 态 ， 
5.4 证 明 命题 5.1. 
5.5 证 明 态 射 嫩 一 + 4 是 单 态 射 , 4 一 = 小 是 满 态 射 . 
6 证 上 明 态 射 对 fg :了 一 C 的 其 核 是 单 态 射 , 差 余 核 是 满 态 射 . 
5.7 构造 适当 的 范畴 以 证 明 壮 射 对 的 莽 核 与 差 余 核 分 别 是 余 斌 对 象 及 证 对 
象 . 
5.8 设 范畴 已 是 Abel 范 畴 , 根据 完全 嵌入 定理 , 在 总 模范 畴 里 建立 的 只 涉 
发 有 限 图 的 性 质 在 范畴 世 里 仍然 有 效 . 因此 我 们 可 以 利用 第 一 章 里 得 到 的 大 部 
分 定理 和 命题 . 
把 4; 与 Az 的 积 记 为 (41TL4a,ri wa)， 根 据 积 的 定义 ， 对 十 企 意 的 农 射 
声 : 卫 一 > 4; 存在 唯一 的 态 射 及 :BB 一 > 41114As 使 得 zih = 乒 ， 以 下 把 态 射 产 
记 为 {五 , 直 }. 因而 
Ti{fi, f2} = fi, i = 1,2. 
类 似 地 把 4 与 A; 的 余 积 记 为 (41 了 442, 61; 52). 根据 余 积 的 定义 , 对 于 任意 的 
态 射 9 : 4; 一 + 记 存 在 叭 一 的 态 射 hh :4142 一 + 忆 使 得 hi 二 g;. 以 下 把 态 
射 睛 记 为 41 92). 因而 
491; 92)0 = gi = 1,2. 


(0 一 4 与 A1IE 4 1 4 一 0 是 正 合 列 ; 
(2) 0 Al 了 4aIT4a 一 2 42 一 0 是 正 合 列 ; 
(3) 令 yp 三 {141;0}, {0,14s)) : 41 I4s 一 A1ILA2z. 证 明 下 图 是 交换 
的 : 
D,1 


| I 1 人 As 


A2) 
{1a1 ,0} | 


0 — 1 * All A 一 由 


0 1 
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根据 第 ~- 章 引 理 2.9 就 能 得 到 只 是 同 构 , 以 下 把 4:IL4s 记 为 几 四 4; 


(4) 对 于 态 射 Jg :有 一 中 定义 了 二 8 一 (及 人 414 f+R9 = 
{la,1s){7,9}, 划 
0+ri f=f=f + 人 0, 0+rnf=f=f+r0; 


(5) 对 于 态 射 h : B 一 CC 有 hf 了 +Lhg = R(T 十 L9), 对 于 态 射 hn :DD 一 4 
有 jh 二 agi = (Cf +a oh’ 

(6) 十 与 十 R 是 相 同 的 , 并 且 满 是 结 合 律 与 交换 律 . 

这 样 就 得 到 了 (AC2)-(AC4), 
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本 节 将 介绍 极限 与 余 极 限 这 一 对 互相 对 侦 的 概念 , 它们 分 别 对 应 于 
卫 模 范畴 中 的 道 极限 与 正极 限 ,我们 在 这 里 只 讨论 余 航 限 . 为 了 得 到 有 
关 极 天 的 相应 结论 , 只 要 把 余 字 去 掉 , 把 所 有 的 箭头 都 反 向 就 可 以 了 ， 

我 们 还 是 从 请 模范 畴 的 正极 限 与 逆 极 限 着 插 . 

设 ,<) 是 一 个 偏 序 集 , 如 果 对 于 任意 的 一 对 和 ,hn & I 总 是 存在 一 
个 wv EI 了 I 使 得 入 < 以 及 < vv, 则 称 了 是 一 个 正 向 集 (direct set). 设 
是 按照 例 1.10 定 义 的 一 个 范畴 : 即 ob(3) = 了 对 于 任意 的 AAA ET 根据 
和 靳 或 入 式 靖 这 两 种 情况 分 别 定 义 hom(A, 由 为 单元 集 或 空 集 . 如 果 
ta 是 五 模 的 范畴 , 则 孙子 王 :本 一 a 确定 了 一 族 卫 模 {2M、 | 入 E 7 了 } 
忆 及 一 族 态 射 {fs E Homa(Ma, iM,)}, 使 得 

(1) 对 任意 的 和 AE IT， 有 有 a = 1m; 

(2) 对 于 任意 的 < p<v, 有 nfox = fa. 
则 称 [L243, fA] 是 一 个 正 向 系 (direct system). 

对 于 一 个 正 向 系 {agx, 记 如果 存 在 一 个 六 模 邓 以 及 一 族 同 访 
{ga : 2 一 > MY}, 它们 满足 下 列 性 质 : 

{1) 对 于 任意 的 入 < jy, 有 ws = py fia; 
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{2) 如果 有 一 个 如 机 入 以 及 一 族 同 态 {好 :A 一 了 并}, 它们 满足 
下 面 的 性 质 : 对 杆 企 意 的 入 < jr 有 直 = 区 则 必 存 在 叭 一 的 召 模 
同 态 9 : Wi 一 和 ,使 得 
Pa = pa 对 所 有 的 AEI. 


有 ys MT 


fu MM My 


a 


™ 


NM 


则 称 1 是正 向 系 [Ws, fs} 的 正极 限 (direct ri) 记 为 
lim MM = M. 


及 模 范畴 中 的 正极 限 总 是 存在 的 : 先 作 直 和 六 = 图 Mi, 再 作 玖 
的 子 模 ME 
N= (ipfialza) — ialza) | A < ,za € MAY. 
令 术 = MAN py = va (vy: 矿 一 收 / 昼 是 自然 司 态 ), 则 AM 就 是 
{MM} 的 正极 限 . (证 略 ) 
人 ln Ma 的 构造 可 以 看 出 : lim az 中 的 元 寨 都 可 表示 成 wxfmy) 
的 形式 , 而 且 pa(ma) = 0 当 且 仅 当 存 在 入 <uE 使 得 fa (ms) 二 0. 


例 6.1 设 夺 是 一 个 忆 模 , {3 | 和 E 了 是 4 中 所 有 有 限 生 成 子 模 
构成 的 族 当 MA C Mi 时 规定 入 < jx， 对 于 任意 的 一 对 有 限 持 成 子 模 
A 以 及 MM; 必定 有 一 个 有 限 生成 子 模 M+ 24, 包含 这 两 个 子 模 , 因此 
了 是 一 个 正 向 集 - 当 MA C Mi 时 规定 fs : Mn cy 为 包含 映射 , 则 
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Ta 大] 构成 一 个 正 向 系 . 不 难看 出 
lim N= M. 

也 就 是 说 任意 的 模 都 是 它 的 有 限 生 成 子 模 的 正极 限 . 

例 6.2 设 久 = C 是 通常 的 析 补 空间 , {U € 了 是 XX 中 0 点 的 开 名 
域 构成 的 族 . 当 0 2 T 时 规定 可 < V、 显 然 了 是 一 个 正 向 集 对 于 每 
一 个 UE 了 设 4 是 0 上 全 纯 函 数 所 构 威 的 加 群 当 U 3 VV 时 定义 
vv du 一 了 Av 为 全 纯 荔 数 的 限制 映射 , 则 40, Po 构成 一 个 正 向 
系 , 记 


4 = lim 4r， 
一 


贡 4 同 移 于 收敛 徊 级 数 的 加 群 C{x}. 


对 偶 地 , 反 变 函 子 G : 7 一 rg 确定 了 一 族 五 模 {M Xe 站 以 
及 一 族 态 射 {gw E Homp(M, Mh)), 使 得 


(1) 对 任意 的 和 AE I, 及 = 1m; 

(2) 对 于 任意 的 <ph<v, 有 fiv = wv- 
称 {Mh, faw} 是 一 个 逆向 系 (inverse system). 

对 于 一 个 逆向 系 {M3, faw} 如 果 存 在 一 个 召 模 MM' 以 及 一 族 同 态 
{ya : M' 一 M4}, 它们 满足 下 列 性 质 : 

(1) 对 于 任意 的 入 < 有 ws = fap 


(2) 如 果 有 一 个 召 模 六 以 及 一 族 同 态 { 几 : NN 一 M), 它们 满足 
下 面 的 性 质 ; 对 于 任意 的 入 < j, 有 路 = sp， 则 必 存 在 唯一 的 巡 模 
同 态 有 :NN 一 MM', 使 得 


有 = pih, 对 所 有 有 的 入 Eel, 
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My nM 
全 
2 . : ~ 
Mf fa :3h My 
M, N 


则 称 M4' 是 道 向 系 {Ms} 的 逆 极 限 (inverse tim 认 ), 记 为 
lim MM, = M', 
也 模范 酥 中 的 道 极 限 总 是 存在 的 : 先 作 直 积 邮 = 1 jz 再 作 三 
的 子 模 
M’={r EM| frr) = 7 (2), A < 4)}, 
则 MM' 就 是 {2M、} 的 逆 极 限 . (细节 路 ) 


例 6.3 设 I 是 由 非 负 整数 构成 的 偏 序 集 , 对 i € 也 定义 加 群 wzi = 
Z[z]/ (2 ). 当 i < 了 时 有 自然 同 态 刻 ; : Mj 一 Mii. 不 难 验证 {Mi, fi} 
构成 一 个 道 向 系 . 记 

M’ = lim M,, 
则 有 4 和 兰 Ze], 这 里 了 [9 = {oo 十 az 十 … 十 Qnz" 十 .… | Qs € 2} 
是 形式 医 级 数 加 群 . 


现在 我 们 定义 一 般 范畴 中 的 余 极 限 , 请 读者 注意 与 上 面 定义 的 正极 
眼 相 比较 . 

设 记 种 是 两 个 范畴 , 称 函 子玉 ;人 委 一 CE 为 EC 内 以 人 B 为 基 的 图 
(dicgram). 我 们 常常 把 名 看 成 区 的 于 范畴 , 并 把 好 本身 称 为 一 个 图 ， 
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设 下 : 当 一 ;人 是 一 个 图 . 我 们 定义 一 个 新 的 范畴 写 , 它 的 对 和 象 是 
一 个 二 元 组 (Co 其 中 CE ob( 忆 ), :下 一 为 一 族 态 射 
{Ba : F(B} —+ C | we = wp rl(fnB) YHp'B €E homs (B, B')} 


FIB) 
WB 
Flfp:B) C 
Wp 
F(B') 


全 的 态 射 集合 定义 如 下 : 
hom» ({©, »), (©", »")) 
= {9 € home(C,O") | = ga 对 所 有 的 Be ob(%)}. 
如 果 范 畴 邹 有 证 对 象 (4, wp), 就 被 定义 为 图 下 的 余 极限 {colimit}, 记 为 
limF 二 4. 

显然 如 果 余 极限 存在 , 则 必定 唯一 . 

定理 6.1 如 果 在 范畴 € 中 任意 对 舍 集 的 余 积存 在 , 任意 两 个 有 相 
同 起 点 和 终点 的 态 射 的 差 余 核 也 存在 , 那么 当 人 外 是 小 范畴 时 , 函 子 下 : 
名 一世 的 余 极 根 必 存在 , 而 且 世 上 的 保持 余 积 与 着 余 核 的 函 子 必定 保 
持 余 极 限 ， 口 

由 于 五 模 的 范 团 符 合 定理 的 条 件 , 因此 呈 模 范畴 内 的 余 极 限 总 在 
在 , 它 就 是 前 面 讲 到 的 正极 限 . 一 般 范畴 里 余 极 限 的 构 和 进 方 法 就 是 忆 模 
” 范畴 里 的 方法 的 推广 : 先 作 余 积 (相当 于 模 的 直 和 ), 再 作 差 余 核 (相当 于 
取 商 )， 
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同调 代数 起 源 于 拓扑 中 的 同调 论 , 从 20 世纪 4 年代 起 开始 成 为 一 
个 代数 中 的 一 个 独立 分 支 - 同调 代数 在 越 来 越 多 的 数学 分 支 中 得 到 应 用 ， 
使 得 它 成 为 数学 研究 的 一 种 有 力 工具 . 它 可 被 用 来 证 明 非 构 但 性 的 存在 
定理 , 也 可 被 用 来 衡量 某 种 构造 可 能 会 遇 到 的 障 得 . 如 果 障 得 是 零 , 这 种 
构造 就 是 可 能 实现 的 . 它 也 可 被 用 来 给 出 各 种 数学 对 象 的 整体 不 变 最 , 从 
而 为 这 些 数 学 对 象 的 分 类 提供 线索 . 同调 代数 的 另 一 个 优点 是 可 计算 性 ， 
在 许多 重要 的 情形 里 它 往往 是 可 以 被 计算 的 . 因此 本 章 肉 容 组 织 的 重点 
也 是 把 同调 代数 作为 一 种 工具 来 学 习 , 多 介绍 几何 背景 以 使 抽象 的 概念 
能 多 一 分 直观 . 多 举 可 计算 的 实例 以 提高 读者 解决 具体 问题 的 能 力 , 并 可 
通过 计算 进一步 加 深 对 概念 或 定理 证 明 的 理解 . 此 外 对 一 些 繁琐 的 验证 
性 的 证 明 , 如 果 仪 是 常规 计算 而 不 提供 新 的 思路 或 方法 的 , 也 子 和 省略 , 不 
求 完整 , 以 节省 简 幅 及 减轻 读者 负担 . 


3-1 复 形 及 同调 模 


同调 代数 起 源 于 拓扑 学 . 让 我 们 先 看 下 面 的 例子 . 

假定 R* 是 一 个 维 数 充分 大 的 欧 氏 空间 . 零 维 单 形 是 一 个 点 媚 , 记 
为 oo = [jp]. 一 锥 单 形 是 一 条 线段 ， 记 为 cl = [ 瑟 总 ]， 二 维 单 形 是 
一 个 三 角形 , 记 为 o”= [DB]， 三 维 单 形 是 个 四 面体 , 记 为 o3 = 
[记忆 己 ]. 依次 类 推 , n 维 单 形 是 在 菜 个 n 一 1 维 单 形 张 成 的 仿 射 子 
空间 ac” = 机 C R*~!1 外 取 一 点 只 ， 由 线段 P,P (i = 
0 ,RR 一 了 以 及 oe"! 围 成 的 图 形 . n 维 单 形 也 称 m 单 形 (ni-simpler), 
记 为 o" = [1 … 记 ,l. 
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oo 他 
8 一 一 一 
各 Po A 
Pa 
] g3 
， | 
人 
Po PP 
mo PD 
PL 


单 形 是 有 方向 性 的 ， 如果 把 单 形 的 两 个 顶点 交换 位 置 , 而 使 其 余 顶 
点 保持 不 动 , 也 就 是 对 单 形 的 顶点 作 一 个 对 换 , 就 使 得 单 形 改变 了 方向 . 
我 们 可 用 公式 表达 为 

[By ,Pi Pi Ps] = -IB ,Ps ,Pe ,hal. 
由 于 偶 置 换 可 以 分 解 成 偶数 个 对 换 的 乘积 , 奇 敬 换 可 以 分 解 成 奇数 个 对 
换 的 乘积 . 对 于 0” = [Pi Pi,，… ,Pi,], 当 (io, 科 ,… sin) 为 偶 咯 换 时 
有 oo" 二 5 当 (oy 说 in) 为 奇 首 换 时 有 0 = 一 和 

nn 单 形 o7 = [ 西 , 瑟 ,已 ] 中 的 任意 皮 十 1 个 硕 点 构成 的 才 维 单 

形 [已 已] 0 < 和 为 go7 的 关 维 面 . nr 单 形 的 

边 绿 (boundiry) B07? 蚌 由 nn 十 1 个 nn 一 1 维 面 构成 的 交错 和 : 


Bno™ = PIB, Py ,B,DPnl; 


这 里 户 表示 成 不 出 现 从 以 下 低 维 的 实例 很 容易 看 出 边缘 的 含义 . 
名 号 = [PBB)- [BPB+[IDDB|— [三 PB], 
0 = [BB - [BB] + DD), 
do! = [Pi—{P), 
~ | Ba? 二 站. 
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我 们 可 以 验证 边缘 的 边缘 必定 等 于 零 (如 果 不 是 取 交 错 和 , 就 没有 这 个 结 
果 }), 即 


ni10.0™ = 0. 

这 是 符合 我 们 的 几何 直观 的 . 

现在 设 有 由 不 同 维 数 的 单 形 构 成 的 族 玉 , KK 满足 以 下 两 个 性 质 : 

(1) 如 果 单 形 o 属 于 开 , 那么 o 的 所 有 的 面 也 访 于 ; 

(2) 对 于 下 中 任意 两 个 单 形 o 和 7, o nr 或 者 是 空 集 , 或 者 是 o 和 
的 公共 面 . 
则 称 有 K 是 单纯 复 形 (simplicial compler)， 空 间 有 R* 中 被 包含 于 天 中 某 
个 单 形 的 点 的 集合 记 为 | 天 | 称 为 天 的 支 集 (supporij， 忆 中 所 舍 单 形 
的 最 高 维 数 称 为 的 维 数 (dimension)， 通 常 我 们 总 是 假定 及 是 有 限 
集 . 用 Ks 记 玉 中 的 n 单 形 的 集合 , 设 Ko = {[B], [只 ],…}, 这 是 一 个 
有 限 集 , 我 们 把 这 些 顶点 的 次 序 固定 下 来 那么 天。 中 的 单 形 都 可 以 写成 
[Pos 记忆] (io < 和 <<-… < ti 的 形式 . 以 集合 天 。 作为 基 , 可 以 
得 到 一 个 自由 瑟 模 Ca( 玉 )、C。 (KK) 的 元 素 被 称 为 n 链 (n-chain), 它 可 
以 唯一 地 写成 cn = 对 rio? 的 形式 , 这 里 oP € Ka, r; € 忌 而 且 假定 of 
各 不 相同 . 由 性 质 (1) 可 知 Buog < Cs_1 (KK), 因此 可 利用 线性 性 质 定义 
Ca(K) 中 的 链 的 边缘 为 

Ben) = | riop | EV oor ec (kK). 


不 难看 出 Bu : Ca(K) 一 ; C1(K) 是 忆 模 同 态 , 称 为 边缘 算 子 (iound 
ory operator). 这 样 我 们 就 得 到 了 及 模 同 态 的 一 个 序列 

CK) 人 Cai(K) Ls. 2 Co(E) -0 
其 中 边缘 算 子 满足 


hd = 0. 
因而 有 
Imen+r C Kerd,. 
记 Zn{ EK) = Kerd,, B,(K) 一 Im8,471，Zn(K) 中 的 链 c。 就 是 边缘 为 
零 的 链 (读者 可 以 想象 一 下 它 的 几何 意义 ), 因此 被 称 为 n 闭 链 (n-eyele). 
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例如 7r([Pi 忆 | 一 西 妃 ] + [ 丁 品 ]) 就 是 一 个 1 闭 链 : Zn() 被 称 为 单纯 
复 形 下 的 n 闭 链 异 Bn(K) 中 的 链 是 某 个 n 十 1 链 的 边缘 , 因此 被 称 
为 边缘 fn-bsowndary)， 吾 ( 玫 ) 称 为 单纯 复 形 KK 的 于 边缘 模 包含 关 
系 Ba()】 C Zn(K) 说 明 边缘 一 定 是 闭 链 . 为 了 脆 量 Zr (1) 与 Bn(K) 
之 间 相 差 的 大 小 , 我 们 取 它 们 的 商 覃 , 称 为 单纯 复 形 玉 的 局 调 模 (n- 
homology module): 


Hu{K) = ZlK)/ BRK). 
省 时 为 了 说 明 所 涉及 的 系数 环 也 , 也 可 记 为 Hal R}. Hn 区 ) = 0 妆 且 
仅 当 Zn(K) = Bn( 下 ), 即 所 有 的 nr 闭 链 者 是 nn 边缘. 
例 1.1 取 由 单 形 [ 瑟 号 钙 ] 生成 的 单纯 复 形 玉 . 这 里 
Kz = {[B PP2)}, 
Ki = {PP), [BP), PP)}, 
Ko = {[Pol, {Pl, [Pal}, 
下 三节， 对 其 余 n. 
因此 
Cz{K) = RIP P,P), 
CK) = RIP.D)® RIBP)® RIBP), 
ColK) = RIP] B RIR] ® RIP:), 
Ca(K) 二 0， 对 其 余 n. 
如果 ce = 7r[BRRB] € ZB), 则 le) = riBP] ~ rE + 
r[oP] = 0, 由 于 Ci(K) 是 自由 模 , 因此 7 = 0, 即 有 22(K) = 0. 
而 BB2(K) = 0 蚌 显然 的 , 从 而 HotK) = 0. 

如 果 c1 = [PP] + rolPBoPB] + rlPoR] € ZK), 则 Qlc) = 
(—r2 一 ra) [Bo] + (ni 十 73)[ 玉 | 十 (ri 二 72)1P] = 0. 由 于 ColK) 是 自 
由 模 , 因此 有 线性 方程 组 

一 12 一 73 


一 Tl + T3 
TL 十 Ts 


中 id 


SR 
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解 得 7 二 r= rR) = {fr([RB] - [BR + [MPD)} = 
为 了 计算 Ho( 入 ), 注意 到 Zo(K) = Co(R), 我 们 作 天 模 同 态 
pp: Zolf) — RR 


并 rm my Pr 
9 是 个 浇 同 态 , 因此 Zo( FO)/ Ker 中 衬 及 .而 加 

Ker$ = {rolPo] tn [B+ [P| ro Fr 4 0}. 
由 于 roli%] 十 和 [A] 一 (ro 十 ni)[B:l 十 | 《一 ri [已 |] ro[ P23]), 所 以 
KerC Bo( 玉 ), 而 反 向 的 包 全 是 显然 的 ， 因此 等 号 成 立 , 即 有 Tol 二 
R. 


用 类 似 的 方法 可 以 证 明 如 果 天 是 由 一 个 nn 单 形 生 成 的 单纯 复 形 , 即 
Ks = {Po RD), Ky = {Pi ‘Fosio< <i en)} 
(0 所 了 < 2), 则 帮 
HalR) = R, 
HR)=0, jy¥#0. 
再 设 
Fi 二 {PR), BB) [PRP). 
二 TD TPR 
EK’ 一 所 ， 对 其 余 m， 
因此 
CH 天) = RIB DB] RI gy RIPP), 
Co) = RL] ® RIB]® RIP,, 
Cn(') = 0， 对 其 余 . 
由 前 面 计算 已 经 知道 Z1{K') = {Tr( [RB] - [ABI+DR]D)} SR 而 


BR) = 0, 因 此 (KY) = ZL(K'Y/B, (& 全民, 同样 地 有 Hl") 实 
五 . 
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说 明 1.1 比较 上 而 五 全 例子 可 以 发 现 : Hi(K') = 五 说 明 有 这 样 的 一 维 赚 
链 , 它 不 是 任何 二 维 链 的 边 乡 . 这 实际 上 提示 存在 一 个 二 维 的 " 蕊 ， 也 就 是 
三 角形 PP 户 的 内 剖 . 另外, HolK) = Ho(K') = 玉 驻 米 源 于 IKK| 和 | | 
都 是 连通 的 这些 钢 子 说 归 同 调 模 的 取 值 能 够 在 柴 种 程度 上 及 映 一 个 对 象 
的 括 耻 往 质 , 尤其 是 这 个 对 象 的 整体 拓扑 性 质 , 比如 说 有 没有 和 孔 以 及 有 几 个 
孔 . 又 国平 面 上 的 圆 盘 IX 可 以 连续 形变 到 实心 二 角形 |K|, 因此 可 以 认为 
Ho(D>) = R, 于 (1D2 = Ha(D?) = 4 类 似 地 , 平面 上 的 画 周 3 可 以 连 
线形 变 为 空心 三 角形 |K'|, 因此 有 Ho($1) = 下 (人 31) = RR 如 果 某 个 拓扑 
空间 区 可 以 辣 御 于 一 个 单纯 复 形 KK 的 支 集 | 下 |, 列 称 居 是 可 三 角 前 分 的 ， 
我 们 把 单纯 复 形 下 的 同调 模 作为 拓扑 空间 习 的 同调 横 ， 当然 我 们 这 样 的 
定义 是 很 不 严格 的 .幸好 我 们 这 里 并 不 是 在 上 拓扑 课 , 这 样 做 的 目的 只 是 
为 了 卉 助 拓扑 给 同调 模 这 个 抽 得 的 概念 一 点 几何 的 直观 . 

事实 上 , 同 胚 的 拓扑 空间 具有 相同 的 同调 模 ， 因 此 一 个 拓扑 空间 的 同 
调 模 是 这 个 空间 的 拓扑 不 变量 . 尽管 这 是 很 粗粮 的 不 变 基 , 即 不 同 胚 的 空 
向 可 能 有 相同 的 间 调 异 {例如 任何 % 单 形 的 同调 模 都 是 一 样 的 ), 但 有 不 同 
同调 横 的 空间 肯定 不 是 同 胜 的 . 有 时 候 这 也 能 解决 天 问题 . 例如 2 维 平面 
吾 与 3 维 空间 里 的 球面 5? 从 局部 来 看 都 是 同 有 是 的 , 要 说 明 它们 不 同 胚 只 
有 利用 它们 的 整体 性 质 , 即 5? 含有 一 个 3 维 的 “3L”, 而 忆 则 没有 和 孔 . 也 就 
是 说 H2(S?) = 忆 (读者 可 计算 空心 四 面体 的 同调 模 以 得 到 这 个 结果 ), 而 
H2(E}=0. 


当 忆 = 五 是 一 全 域 时 , 同调 模 互 .( 玫 ,本 都 是 域 己 上 的 向 量 空间 , 我 
们 知道 相同 维 数 的 向 基 空 间 都 是 同 构 的 , 因此 可 以 用 维 数 来 刻画 这 些 同 
调 空间 . bn(K) = dimp Hn(XK, 下 称 为 第 nn 个 Betti 数 {Betti number). 
Betti 数 的 交错 和 XK) = 关 (一 1)*5,(KK) (注意 这 里 假定 天 有 限 , 因此 
是 有 限 和 ) 称 为 单纯 复 堪 KK 的 Euler 示 性 数 (Buler characteristic)}. 上面 
计算 的 实心 和 空心 三 角形 的 Euler 示 性 数 分 别 是 x{K) = 1 和 x(K”) = 0. 
说 明 1.2 Enrico Betti (1823~1892) 的 中 译名 是 岁 蒂 ,Leonhard Euler 
{1707~1783) 的 中 译名 是 欧 拉 ， 


由 于 dim CCK) = dim Cn /2 + dim Hn + dim Bn tM 及 Cnf Zn 涯 
Bas 所 以 妨 = dim Cn ~- dim Bn 一 dim Bn_1， 有 取 交 错 和 后 就 可 得 到 
XK) = (一 1)" dim CatK) = 2( 一 1)* 间 (Kn), 这 里 的 闫 (LKn) 表示 
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5 中 单 形 的 个 数 . 也 就 是 说 
X( 玉 ) = 下 的 0 维 单 形 数 一 正 的 1 维 单 形 数 十 玉 的 2 维 单 形 数 ~ … . 


说 明 1I.3 我 们 常常 会 觉得 用 同调 慌 作 为 不 变 基 壕 不 驶 简洁 , 因此 当中 是 域 

时, 就 想到 用 同调 模 的 维 数 作为 更 简洁 的 数值 不 变 黄 . 这 梯 就 得 到 了 Betti 

数 与 Enter 示 性 数 . 正如 我 们 说 这 个 空间 含有 1 个 或 ?个 扎 , 要 比 说 这 个 空 

间 的 同调 模 是 号 或 如 四 如 杰 简 尘 种 铬 . 

“ 例 1.3 我 们 来 观察 实 二 维 射影 空间 PR? = 及 2 Ul. 这 里 ioo 表示 无 
穷 远 直 线 . 在 下 面 的 图 (1) 中, 以 0 为 球 心 的 南半球 面 与 实 平面 RR? 相 切 
于 南极 O'. 从 球 心 CO 出 发 作 射线 , 利用 此 射线 与 于 球面 以 及 平面 的 交点 ， 
可 以 得 到 从 除去 赤道 s 的 南半球 面 到 实 平面 本 上 的 -个 同 胜 映射 . 过 切 
点 上 O' 的 直线 i 在 上 述 同 胚 之 下 对 应 于 半球 面 上 的 大 圆 弧 ， 这 个 大 圆 弧 与 
* 交 于 4、 召 两 点 . 直线 ABJi. 平面 上 所 有 与 ! 平行 的 直线 在 同 胚 喘 射 
下 都 对 应 于 过 4、B 两 点 的 大 圆 . 因此 4、 号 应 该 是 这 个 平行 线束 在 无 
穷 远 直线 上 的 交点 . 但 是 平行 线束 与 无 穷 远 直线 只 能 有 一 个 交点 , 因此 s 
并 不 是 无 穷 远 直线 ， 而 是 无 穷 远 直线 的 两 重 发 盖 . 把 s 关 于 以 0 为 中 心 的 
对 称 自 同 构 作 商 就 可 得 到 无 穷 远 直 线 , 好 s/ {1} = 1 也 就 是 说 s 上 的 
对 顶点 对 应 于 无 穷 计 直线 上 的 同一 个 点 . 

这 个 半球 面 可 以 同 有 是 于 平面 上 的 一 个 图 盘 . 为 讨论 方便 , 将 这 个 图 
盘 作 连续 形变 就 可 得 到 一 个 所 形 ( 兄 下 图 (2)). 这 个 矩形 的 四 条 过 关于 中 
必 的 对 称 点 应 该 被 看 作 同 一 个 点 . 把 这 个 矩形 作 三 角 前 分 , 就 可 得 到 下 
(2}. 

从 图 (2) 的 三 角 痢 分 出 发 可 以 构造 出 一 个 单纯 复 形 五， 其 中 K2 = 
{[BP Pa Ki = {BP), DB),... }, Ko = {[8j, [PB]…j}. 由 于 
| 天 | 间 胚 于 PR?, 通过 计算 到 的 同调 模 就 可 得 到 PPR? 的 同调 模 . 可 是 直 
接 计算 五 的 同调 横 是 比较 繁复 的 . 我 们 可 把 图 (2) 的 痢 分 简化 成 图 (3) 的 
形式 , 注意 到 媚 = 已 , 只 = 户 , 我 们 可 设 Kt = {[B PF], [BB PR]), 
下 二 {91,92,03}, 和 = {[ 书 ],[ 忆 1}, 其 儿 的 Ks 都 取 空 集 . 这 样 得 到 的 
下 "不 再 是 单纯 复 形 ， 我 们 姑且 把 它 称 为 广义 单纯 复 形 ， 对 于 同调 模 的 计 
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算 来 说 , 下 与 &' 有 相同 的 同调 模 . 有 兴趣 的 读者 可 以 细心 地 验证 一 下 确 
实 有 五 (五 ) = H,(K"). 


说 明 1.4 其 实 三 角 剖 分 (2) 是 三 角 剖 分 (3) 的 加 幼 , 三 角 齐 分 的 如 细 不 会 
影响 它 的 间 演 烧 . 


先 帮 22 (ri P|+ratoBPB)) = (ri 十 rajyfea + Ga 十 
(ra 一 mijas = 0 等 价 于 7 = ro 以 及 27| 二 00. 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 两 
类 特殊 的 如 果 2 且 = 0, 则 有 2Z2(X) = RR 如果 二 {reBRi2r= 
0} = 0, 则 有 22(2') = 0. 因此 我 们 有 
， | 下 ”如果 2R 二 0, 例如 中 二 Zs 的 情形 ， 
H2(K') = 
0 如果 2 =0, 例如 昌 = 多 或 @ 的 情形 . 

再 计算 (KY. 全 (rar 十 raaa 十 T3063) = (ra — ri)[B] + {ri ~ 
"2)[ 呈 ] = 0 等 价 于 i = rm 即 21(K) 一 {fr(a + a2) 于 raas}. 作 厂 模 辐 


本 
A 


$: 21(K") -一 Ri/2R 
rlart+as) trsas Fm Trs 
如 果 r(al + oa) + raas E Ker, 则 必 存 在 s € 呈 使 得 7 = rs 2s. 于 是 
B(s[P PP] + (ra 十 s)[BBB)) = rfaa + 09) 十 ?303, 这 说 明 Ker$ 蕊 
Bi(K')， 反 方向 的 包含 是 显然 的 , 因此 Hi(KY 宕 DK Kerg 宕 
R12R. 特别 地 , 凶 (K', 2) = HI(K', 2) = 2, (7 人) = 0. 这 里 的 
22 的 几何 意义 是 : 无 穷 远 直 线 (实际 上 是 实 射影 空间 中 的 任意 直线 ) 不 是 
边缘 , 但 它 的 二 重 覆盖 是 边缘 , 
好 ol( 五 ) = 有 R 留 给 读者 自 证 . 我 们 有 Hn (PR?, R)=H,(K', R). 
当 五 = 她 时 可 以 得 出 了 PR? 的 Bettl 数 为 : 和 = 1, 其 余 都 等 于 0. 因 
此 X( 正 取 ) = 1， 另 一 方面 , 在 图 (2) 的 三 角 剖 分 中 有 11 个 顶点 , 30 个 1 
单 形 , 20 个 2 单 形 , 因此 x{PR2) = 11 一 30 二 20 二 1 


现在 我 们 要 从 具体 的 几何 实例 中 抽象 出 一 般 的 概念 
定义 I.1 称 民 模 同 杰 的 序列 


dn dn 一 轩 dd 可 
Cn Cn — Co 到 Cl 一 必 > 
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为 忆 模 复 形 (compler) 如 果 其 中 的 同 术 满足 
da1idn = 0. 
记 为 CC == {Chw,dn)， 这 里 的 同 态 dn 被 种 为 边 绿 算 子 吉 微 分 (diferen- 
tial). 


因此 例 1.1 中 由 一 个 单纯 复 形 五 生成 的 {Cu( 开 ), 4) 就 构成 一 个 恒 
模 复 形 ， 

定义 1.2 设 C = (Cd 路 ] 和 D。 = (Dr;64) 是 两 个 吾 模 复 形 , 如 
果 存 在 一 族 忆 模 同 态 $n : Cn 一 Dn 使 得 


pn-1dn 三 Gn Pn. 
{或 简 记 为 pa = 6), 则 称 让 = {名} 是 从 民 模 复 形 Cs 到 DD。 内 的 恋 射 . 
Cn Ci 
pn | 
Bn 
DD, Dn-1 


忆 模 复 形 关于 上 面 定义 的 态 射 构成 一 个 范畴 , 记 为 comp(ota)， 事 
实 上 这 里 的 吕 模 范畴 可 被 任意 的 Abhel 范 畴 蕊 所 取代 ,CE 上 复 形 的 范畴 可 
记 为 Comp[(@}. 
为 了 说 明 怀 模 复 形 的 范 酵 媳 何 依 芍 于 忌 模 的 范畴, 我 们 列举 以 下 一 
些 性 质 而 不 加 证 明 . 这 些 性 质 都 可 以 根据 定义 来 验证 , 但 有 了 时 会 很 繁复 . 
(0 对 于 复 形 蔷 {Co = 《Cansdan)), 复 形 【 申 Co 四 必 


以 及 (了 1 Com 贡 人 。] 分 别 是 复 形 东 时 于 的 余 积 和 积 , 记 为 四 Cw。 与 
[Caw 我们 有 


HH, (@ c.) 一 DH (Ca 1 Hn, (I ce .一 II Hn (Ceo,e). 


(2 态 射 几 : GC 一 万。 的 核 是 (Ker nd) 象 是 {Im $6n). 
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(3) 态 射 :CGC。 一 了 3D, 是 单 的 或 满 的 当 且 仅 当 所 有 的 内, 是 单 的 或 
满 的 . 
(4) 如 果 ,是 CC, 的 子 复 形 , 则 商 复 形 Cj/D。 = (Cn D,,d,). 
还 可 以 验证 复 形 的 范畴 Comp( 加 ir) 是 一 个 Abel 范 团 . 


ZntCs)】 二 Ker dh 中 的 元 素 称 为 n 闭 链 ，B，(G。) = Imdnj1 中 
的 元 素 称 为 n 边缘 ， 五 ,(C。) = 2Z/B。 称 为 同调 模 ， 我 们 往往 把 闭 链 
cn E Zn 在 同调 模 H 内 对 应 的 同调 类 cn + Bi,(C,) 记 为 [cn]. 如 果 闭 链 
cm cn < Zn 对 应 于 同一 个 同调 类 , 也 就 是 说 [cs] = [eh], 则 称 cw 和 ce 是 
同调 的 {homologous)，Ha(C。) = 0 当 且 仅 当 民 模 同 态 序 列 在 CG 处 正 
合 , 因此 同调 寞 度量 了 复 形 与 正 合 列 之 问 的 差异 . 如 果 对 所 有 的 呈 都 有 
Hn(Cs) = 0, 则 称 复 形 C 是 零 调 的 {acyctic). 


Cnt1 On Cn-1 
~、 
Hn 
Zntl 和 = 
~、 i 
NI BH - Bn—1 


| NN 


设 风 : Ce。- 一 卫 。 是 复 形 问 的 态 射 . 我 们 要 验证 由 诱导 了 相应 的 
同调 模 之 问 的 同 态 由 : H,(G,) 一 > H,(D,). 为 此 任 取 ca。 E Zn(C,). 
由 于 和 (加 (cj] = 各-i(anfen]) = 0, 因此 Bnlcn) < Zn(D。)， 叉 车 
[es] = [a 则 cn 一 € B,(G,). 从 而 存在 cna+1 E Crti(lC,) 使 得 c 一 
cn = dati(cnt1). 用 抽 . 瞻 射 后 可 得 (ca) 一 加 coj = Brndnri(cnr1) = 

nt1l Bati(cnt1)) E Ba(Do), A [Gn(en,)] = [pa(c4)]; 可 见 对 应 [cn] 呈 
[gn (cj] 确实 定义 了 一 个 映射 加 : (C0,) 一 ; 五 , (D。 2) 不 难 验证 g。 
是 王 模 同 态 . 而 且 对 于 复 形 的 态 射 世 : 疡 。- 已 有 人 l 朋 。 = 吉成 
立 . 这 表明 把 一 个 复 形 C, 与 它 的 第 ”个 同调 模 瑟 。 (C。) 相对 应 就 定义 了 
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一 个 从 复 形 的 范畴 到 世 模 范畴 的 共 变 也 子 昌 , : Comp(2R) 一 R&R. 而 
且 这 是 个 加 性 函 闻 :. 
定义 1.3 设 出 : C， 一 + DD 是 复 形 问 的 态 射 ,如果 对 所 有 的 nn 多 
都 有 


$a : Ha(C,) — Hn(D,), 
别称 中 是 拟 同 构 (quasi-isomorphism). 


其 例 1.1 和 1.2 可 以 看 到 , 与 单纯 复 形 对 应 的 复 形 当 mm < 0 时 总 
有 Cn = 0. 我 们 把 这 样 的 复 形 称 为 链 复 形 (chain complez) 或 正 复 形 
{positive compiez). 链 复 形 的 同 态 起 一 般 称 为 边缘 (boundary)- 如果 当 
n> 0 时 有 = 0, 那么 这 样 的 复 形 被 称 为 上 链 复 形 (cochain compiez) 
或 负 复 形 (negotive complez). 对 于 上 链 复 形 , C_n 被 记 为 C™, d-_n 被 记 
为 辐 , 并 称 为 上 边缘 算 子 (coboundary operator) 或 微分 . 这 样 就 得 到 以 
下 复 形 : 

0 Co 风 C1 Co ... 
这 里 有 
dtldg" = 0. 

记 2"7 = Kerd", B" = Imd*!. 我 们 把 C" 中 的 元 素 称 为 上 链 (cochain)， 
2Z" 中 的 元 素 称 为 上 闭 链 (cocycle)，B" 中 的 元 素 称 为 上 边缘 (cobound- 
oa) ， BH7 二 2 /5Bn" 称 为 上 同调 模 (cohomofogy module). 


例 1.3 继续 考察 例 1.1 定 义 的 单纯 复 形 乒 . 令 C™(KE) = (Cn(K))*= 
Homg(Ca(K), RR), 即 C"(K) 是 Cn{K) 的 对 侦 模 (参见 81-5)， 由 于 
Cn(K) 是 以 Ks 中 的 n 单 形 o? 为 基 的 自由 模 , 所 以 Cm"(K) 也 是 自由 
模 , 而 且 有 相应 的 对 侦 基部, 这 里 部 (cy?) = 565 也 就 是 说 要 是 把 of 映 
为 1, 其 余 的 o? 映 为 0 的 线性 函数 . C"(K) 中 的 上 链 可 以 玲 一 地 表示 为 
0 = 刀 ritf 的 形式 . 然后 定义 上 边缘 算 子 中 : Cm(K) 一 C™T1(K) 为 
具有 以 下 性 质 的 RR 模 同 态 : 

(do)(ent) 一 上 (BicnH Ye E OF(K), cnt € Ont1(K). 
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因此 
(dT dor) (er) = er (O10 pacn2) 一 中 
Ye” EC HR), cns2 E Op (Kt). 
可 见 dtd" = D0. 这 样 (C™(R),d") 构成 一 个 上 链 复 形 . 加 梁 我 们 把 单 
形 [ 互 … 也 |] € Ks 在 C™(K) 中 的 对 偶 基 记 为 tPo…]; 则 有 


digo...P,] = > (tpP a]: 
[Po Pe Pr jERKn +, 


上 链 复 形 C*(K) 的 上 同调 模 
HK,R) = H"(C*(K)) = Kera"/ Imd"-! 
称 为 单纯 复 形 到 的 上 同调 模 . 


说 明 1.5 当天 有 限 且 RR= 所 是 一 个 域 时 , 向 是 空间 瑟 ， (I FSH"(K, F) 
互相 对 偶 , 因而 
dime HV (KF, F) = dimp H,{K. FY. 
现在 观察 例 1.2 和 前 实 射 江 空 间 PR? 的 情形 .如果 六 = 五 是 一 个 域 , 则 


在 
H"(PR?, FF)=F 

0， 如 果 忆 的 特征 数 不 等 二 之 

只 ”如 果 已 的 特征 数 是 2 

此 外 如 (PR ,2) = 0 有 (PR2, 2Z) = 有 3， 具体 计算 留 给 读者 (练习 1.6) 


H'(PR’, F) = H*(PR?, F) = | 


例 1.4 设 忆 是 有 RY 上 光滑 函数 环 . 
Co = Rh, 
CC = Rdr @ Rdy ® Rds, 
OC? = Rldy A dz) ® R(dz A dx) @ R{dz A dy) 
O° = Rldz A dy A dz). 
则 C" 中 的 元 素 就 是 RY 上 的 n 次 微分 形式 . 定 多 da 为 相应 的 外币 分, 即 


BF 2f 
df = sd 
了 一 +rdy + Fzd 
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dfs 9f 
di{fidz + fody + fadz) = € 5 _ 守 


+ (名 - 秆 )4 zA dr + (从 - 煞 )& z A dy, 


)a Adz 


Oz 
d2(fidy dz + fodz Adz + fdr A dy) 


= (有 十 2 产 + 守 ) dr A dy A dz, 


Ox Oy 
则 有 d"t'd" = 0. 因此 
0 Co C0 0 
是 一 个 上 链 复 形 . 这 个 复 形 的 上 同调 模 称 为 De Rham(Georges De Rham, 
1903~~1990, 中 译名 德 拉 姆 ) 上 同调 模 . 这 种 构造 可 以 被 推广 到 任意 的 微 
分 流 形 M 上 而 的 光滑 微分 形式 的 情形 - 


练 习 3-1 


1.1 验证 忆 模 复 形 的 全 体 构 成 bel 范畴 . 

1.2 设 有 链 复 形 C。 = (Cn,dn), 其 中 Cs 一 Zs (n 寡 1), Co 二 0, dr 人 (有 一 
4K. 试 计算 此 复 形 的 同调 群 . 

1.3 试 计算 下 面 的 线条 图 形 所 对 应 的 单纯 复 形 帮 的 同调 群 . 


Pe PP 


La 


0 Ps 


1.4 (加 的 同调 ) 设 工 是 一 个 有 限 图 , 含有 VV 个 项 点 {tH,… ,vv} 以 及 巨 条 
边 {e1,… ,es}. 假定 这 些 边 都 是 有 向 的 . 设 Co 是 以 顶点 为 基 的 自由 郊 模 ，C) 
是 丙 逻 为 基 的 自由 并 模 , 当 7n 关 1,2 时令 Cn = 0. 再 定义 同 态 d :Cl 一 Co 
为 dlei) = e; 的 终点 -ei 的 起 点 - 假定 是 连通 图 , 证 明 辐 亩 模 Ho(C。) 以 及 
Hi(O。) 都 是 自由 下 柜 , 它们 的 秩 分 别 等 于 1 和 如 二 1 一 WV(B+1 一 六 被 称 为 图 
工 的 回路 数 ). 
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1.5 为 了 计算 环 而 [torus) T 的 同调 模 , 注意 到 环 面 可 由 矩形 的 两 对 对 进 同 
向 粘 合 而 成 ( 见 附 图 (1)). 亚 把 矩形 按 图 {2) 作 三 角 剂 分, 得 到 一 个 单纯 复 形 KK， 
就 可 计算 其 的 同调 模 . 与 例 1.2 类 位 , 也 可 作 图 (3)? 的 前 分 , 得 到 一 个 广义 单纯 复 
形 五 试 计算 五 "的 同调 寞 . 并 由 此 算出 Puler 东 性 数 x(T). 


位 1 


Ph) 


国 7 


(3) 


1.6 试 计算 下 (PR2,Z) 及 HH?2(PR*,Z2). 
17 设 M 是 足 模 , 如 果 对 所 有 的 ne Z 令 Cs = M, d= 0 证明 
Cs = (Cn,dn) 是 一 个 复 形 , 并 求 它 的 同调 模 H,(C.). 
1.8 设 有 此 模 同 态 的 短 正 合 列 
OM SSMS M.D, 
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念 辐 0 CO = MG = M,C =0 对 n > 3, ds = 有 
ds = a, 其 余 的 d= 0, 证 明 这 样 可 得 到 链 复 形 C。 = (Cn,dn). 并 求 同 调 
模 五 s(C)， 

1.9 设 e: (Cn da) 一 (Cu 几 ) 是 两 个 链 复 形 间 的 态 射 . 对 n EZ 令 
Cr = Co- 时 Co 定义 :Cr 一 Cn-i 为 

dcr eh) = (—da-i(cnl), —en-i(cn-1)} + dn (cn)), 

证 明 这 样 得 到 的 (Cx, 路 ) 确 是 复 形 . 这 个 复 形 称 为 a 的 映射 锥 (mapping 
cone), 记 汶 cone{a). 

1.10 设 C, 是 一 个 复 形 , 证 明 以 下 3 个 条 件 是 等 价 的 : 

(1) CC 是正 合 列 ; 

(2) C 是 零 调 的 ; 

(3) C 拟 辐 构 于 零 复 形 4. 
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我 们 已 经 知道 电 模 复 形 的 范畴 Comp(tr) 是 一 个 Abel 范畴 . 因此 
我 们 也 可 以 有 复 形 的 短 正 合 询 的 概念 , 下 面 又 证明 的 定理 说 明 从 复 形 的 
短 正 合 列 可 以 导出 它们 的 同调 模 间 的 长 正 合 列 . 


定理 2.1 设 0 一 CI 乌 C。 乌 Co -0 是 复 形态 射 的 短 正 合 列 则 
对 每 个 中 E 中 可 以 定义 一 个 五 模 连接 同 态 (connecting homoemorphism)】 
Au : 有 so(C2) ~》 于 1(C1) 使 往 有 以 下 的 长 正 合 列 : 
BC oy Ha (Cs) SE) 再 (Cr) 人 
2 机 -1(C0 一 -3 Ha (Co) 一 … 
证 明 : 利用 蛇 形 引 理 可 使 证 明 大 大 简化 . 
先 看 以 下 交换 图 : 
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0 LS = Cn kb 一 一 一 ”~ 日 
加 

0 一 一 -一 -CO 一 一 2 Brn-1 Or 0 
| dn—1 | 


Ci/Bn-ICO 一 一 Ce-i/Bn -ice 一 CVDBna_aifCy) -0 
0 


上 面 图 中 的 中 间 两 行 是 正 合 的 , 竖 直 的 各 列 也 都 正 合 . 根据 蛇 形 引 
理 , 第 二 与 第 五 行 也 正 合 , 适当 改变 下 标 后 即 可 得 到 以 下 交换 图 , 其 中 水 
平 的 两 行 都 正 合 : 


Cn/ Bn(Co) —r CnfBn(Cs) —— OCH/ Ba(C) — 0 


0 总 


En dn Br, 


0 


Zr-1Ce) 一 Hn 1(C0) —— Zn (CC) 
对 这 个 图 应 用 蛇 形 引 理 ， 注意 到 Ker 丰 宕 nfCe)， Coker d,, 71—1 【Ce。)， 
就 可 得 到 下 面 的 正 合 列 : 
Ha(C) 2 局 (C Ey 用 (Co) 
站 am 厅 


人 百 -1(C) SS HL (0,) Be FH, (Cr) 


把 这 些 正 合 列 和 粘 接 起 来 , 就 可 得 到 所 和 需 的 长 正 合 列 ， 口 
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这 里 的 连接 同 态 态 ;, 就 是 蛇 形 引 理 中 所 定 文 的 ,我 们 可 以 简写 成 下 
面 的 形式 : 

An: HC —} Hi{C!) 
zr + BO) oy orldnpr {zt) + Bn_1(C,). 

上 述 定理 中 定义 的 连接 同 态 也 是 自然 的 , 也 就 是 说 , 短 正 合 列 之 间 

的 夸 射 的 交换 图 可 以 导出 长 正 合 列 之 间 的 相应 同 态 的 交换 图 , 如 下 述 命 
题 所 示 . 


命题 2.2 如 果 育 两 个 组 正 伟 列 以 及 它们 之 间 竟 态 射 的 交 撞 图: 


D OO! © -Os ; -OO S| 
从 而 加 
0 Di Ds pr .0 


则 有 相 点 长 正 合 列 间 的 交换 图 : 


一 一 CO _Gn nafCe) Hn, EC) _An, 万 if) 一 一 
次 $n Ca 1 
一 CD 一 Ha(Ds) Sn Ha{DS) 一 全- Hn_ (DS) + 


证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


说 明 2.1 定理 2.1 和 命题 2.2 所 得 到 的 长 正 合 列 可 以 被 天 示 成 如 下 的 正 合 
三 角形 {ezracf triengle): 
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由 这 种 图 形 引 出 了 三 角 化 范畴 (trianygaulated category) 的 概念 ， 复 形 及 其 

态 射 的 同 伦 等 价 类 的 范畴 就 是 三 角 化 范畴 的 一 个 例子 . 

例 3.1 在 例 1.1 中 给 出 了 由 实心 三 角形 生成 的 单纯 复 形 久 以 及 由 
空心 三 角形 生成 的 单纯 复 形 KE'.K' 是 下 的 子 复 形 , 因此 由 它们 生成 的 
复 形 后, = {Cn "), 4 是 Cs 二 (Cn(K), 8,) 的 子 复 形 . 它们 的 商 复 形 
Ce 二 (Cw, 4d) 是: 

[Se 汪 Ca{K) /C2 ") 衬 Ca(K) 一 RIPo BP], 
CT 一 Cr (KE)/CL {KC') 二 D, 
Co = Co(K) /CoK") = 0, 
. Ca = 0, 对 其 余 的 n. 
这 里 的 边缘 算 子 必 是 由 乌 在 商 模 上 的 诱导 同 态 . 拓扑 上 把 复 形 Cs 称 
为 相对 复 形 , 并 把 O% 记 为 Cn(K, 下 . CY 的 同调 和 模 五 ,(C2) 被 称 为 相对 
同调 模 , 记 为 H,(K,K'). 
从 复 形 的 短 正 合 列 : 
D0 0 HC oO0 
可 以 导出 同调 筑 的 长 正 合 列 : 
HR)=03 HR)=0 oo HK, KY)=R- 
SHR)=R HK)=0— HK,K) -0 
3 HO(K) = R— HoK)=RoS HKY 0)... 


我 们 知道 复 形 间 的 态 射 w : C。 一 Ci 可 以 诱导 同调 模 之 和 间 的 同 态 
tm : 了 (Co 一 (C4). 另 一 个 态 射 8 : CG。 一 C 也 能 诱导 相应 的 
同 态 Ba. 一般 说 来 这 两 者 是 不 相同 的 , 但 是 当 态 射 a 和 8 同 伦 时 就 有 
Gn = 应 对 所 有 的 整数 = 成立. 同 伦 的 概念 来 自 拓扑 , 它 是 使 同调 模 癌 
的 同 态 相等 的 充分 但 不 是 必要 的 条 件 (目前 为 止 还 没有 发 现 充分 必要 条 
件 ). 
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定义 2.23 设 上 有 :Ce 一》 是 复 形 间 的 态 射 . 如 果 郁 在 一 族 吾 模 
同 态 su :Cs 一 C541, REZ, 使 得 


fr 
fm 一 Bn 一 niisn 十 sn_idn, 


则 称 a 和 BB 是 间 伦 的 (hormotepie), 记 为 oq ~ 户 . 
ntl dn 


Cntl Cn Cn—l 
Sr 
| Cn Bn ci 
rf 
; dn Gy ; 
Cntl n—l " 


命题 2.3 设 复 形 的 态 射 必 有 :Ce 一》 C 是 同 伦 的 , 则 
Ga 二 所 :HC) 一 HA(0O), neZ. 


证 明 : 任 取 zn € ZnfCo), 则 有 
dnlzn 十 吾 a(Co 放 一 An (zn) + Bn(C,) 
= {B+ dirsn tt sn_1dn) (zn) + Bn(Cs) 
= F(z2n) + dirsn(zn) + Ba(C,) 
= Bnlzn) + Bn (Ce) 
= 启 (zn + Bn{C,)). OO 


定义 2.3 证 me 一 CS 是 复 形 的 坊 射 .如果 a ~ 0, 则 称 a 是 堆 
伦 的 (nul homotopic)， 如 果 又 看 在 坊 射 上 :CO' 一 OO。 使 得 fa ~ le,, 
8 ~ 10, 则 称 a 为 同 伦 等 价 (homotopic equivalence). 


例 2.2 在 拓扑 中 两 个 映射 间 伦 是 指 它 们 可 以 互相 连续 变化 . 即 一 个 
映射 可 以 连续 地 变化 到 另 一 个 映射 . 恒 如 一 个 实心 三 角形 [BE 记忆 | 到 它 
自身 的 恒 等 映射 可 以 连续 变形 为 把 所 有 的 点 都 映 到 顶点 [Fo] 的 常 值 映射 
(如 下 图 所 示 ). 
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hh 一 一 一 na 


这 两 个 映射 诱导 出 复 形 到 自己 的 态 射 ,9 : OC。 一 》C。. a 就 是 层 等 
人 态 射 , 而 当 关 关 0 时 三 册 席 (而 ) = of]) = Pol[B]) = [Fo]. 8a 
的 定 交 如 下 : 


s1([P. 12]) = [BP Fl], 
sll Ps)) =0, 

si([B DR]) = 0, 
sol[Po)) = 0, 

so([ 站 ]) = [ER], 
so([m]) = [瑟瑟 ] 


其 余 的 sn 一 0. 读者 可 以 自己 检验 有 do 一 Bo 一 1, Cn 二 局 ， 一 0 对 
nz 0. 


练 习 3-2 

3.1 证 明 命题 2.2. 

2.2 设 0 一 4 旦 一 CO。 一 0 是 复 形 在 射 的 短 正和 台 列 . 证 明 当 这 
3 个 复 形 中 有 两 个 是 正 合 时 , 第 3 个 复 形 一 定 正 合 . 

2.3 (3 x 3 引 理 ) 设 在 一 个 和 bel 范畴 中 有 如 下 由 三 个 短 正 合 行 构 成 的 安 搁 
图 ( 见 附 图 . 比较 第 一 章 的 练习 2.17): 

证 明 : 

(1) 如 果 中 间 的 列 正 合 ， 则 右 端 的 列 为 还 合 当 且 仅 当 左 端的 列 为 正 合 ; 
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[= 
守 
CC 


A' 一 一 -BB 0 | 


0 -一 -一 一 一 及 HB 人 自 
0 A” BB" 四” 0 
0 0 0 


(2) 如 果 两 端 湖 列 都 正 合 , 而 且 复合 访 射 B' 一 > 如 ”是 尝 态 射 , 则 中 间 的 列 
也 下 会 . 

2.4 设 了: C。 一 、。 是 两 个 链 复 形 间 的 态 射 如 果 链 复 形 Ker( 了 ) 和 
Coker{ 了 ) 都 是 零 调 的 , 证 明了 是 拟 同 构 . 

2.5 证 骨 同 伦 关 系 是 传递 的, 即 从 a ~ 记得 ~ 可 得 a ~. 

2.6 设 有 复 形 间 的 态 射 ,2 :Cs 一 Co 56:0 一 Cr. 证 明 从 ca 一 月 
和 了 一 可 以 得 到 ?ya ~ 58. 

2.7 设 号 二名. 有 两 个 复 形 Cs 各" 分 别 定 义 为 : 

C1 = B81, Co = so, Cn = 0,n 0,1; di(31) = 280; 
C= Bi C=0,n¥1. 
其 中 Co, G1, Ci 都 是 秩 为 1 的 自由 ZZ 模 . 态 射 0 : C。 一 3 局, 定义 为 : 
Au(s1} = t1, an = 0,n¥1. 

试验 证 Q 以 及 等 窟 射 0 : Cs 一 > Cs 都 诱导 了 同调 模 间 的 等 问 态 , 但 是 a 不同 伦 
于 0. 

了 .个 设 己 ， 是 一 个 复 形 . 如 果 存 在 同 态 Bn: Cn 一 一 Cn+1 使 得 二 一 dsd, 则 
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称 复 形 Cs 是 分 型 的 . 如 果 C。 又 是 索 调 的 , 则 被 称 为 分 裂 正 合 的 , 现 设 访 = 名 或 
24, Cs 荐 如 下 复 形 


站 
其 中 同 态 2 表 示 取 元 素 的 2 倍 元 . 证 明 此 复 形 是 汰 调 的 , 但 不 是 分 用 的 ， 
“2.9 证 明 链 复 形 C 是 分 裂 正 合 的 (定义 见 练 习 2.8) 当日 仅 当 lc 是 海伦 的 . 
2.10 设 cone(lc,) 是 复 形 C。 的 恒 等 态 射 的 号 射 骏 ( 败 见 练习 1.9)， 选 明 
conctlc.) 是 分 裂 正 台 的 (定义 见 练 习 2.8), 其 分 型 映射 sa 定 久 为 5 ((e- 1 cn)) 
一 【一 co 办- 


3 3-3 模 的 分 解 


定义 3.1 设 避 是 一 个 忆 模 , Cs = (C 四 是 一 个 链 复 形 ， 如 果 所 有 
的 Cn 都 是 投射 模 , 则 称 C。 有 是 投射 的 [projective)， 和 如果 当 nn > 0 时 有 
EC 二 0, 则 称 忆 ,是 零 调 的 (acyclic)， 如 果 存 在 一 个 同志 sz :Co 一 > 
好 使 得 = 由 一 0, 则 称 (Cs){ 或 莘 称 Co) 是 的 复 形 , 称 z 为 增 广 同 态 
(augmentation hormomorphism). 如 果 坟 下 序列 


fy 


OOO HSM 0 
正 合 , 则 称 (Cos 是 林 的 一 个 分 解 (resolution}， 如 果 Ce 是 投射 角形 ， 
则 称 (Cs,E) 是 一 个 投射 分 解 (proyective resolution). 如 果 所 有 的 局, 都 
是 自由 税 , 则 称 (C。,e) 是 一 个 自由 分 解 (free resolution). 


从 这 个 定义 可 以 看 出 , 如 果 (Ce 是 邓 的 分 解 , 则 存 FnfC。) 宇 A 
并 且 对 nn 关 0 有 Hn(C.) = 0. 

定理 3.1 设 : M 一 ? MM' 是 忆 模 同志 , (Cs) 是 李 的 投射 复 形 ， 
(Ci,e') 是 有 的 分 解 . 则 存在 相 射 器 : 站。 一 [pa 使 得 pe 二 et 并 且 
满足 上 述 条 性 的 态 射 都 是 同 伦 的 . 


证 明 : 如 下 图 所 示 , 我 们 首先 要 求 出 同 态 oo 使 得 下 图 成 为 交换 图 . 
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Co MM 0 
oo $ 

y 

Cc M'— 0 


由 于 e' 是 满 同 态 ,Co 是 投射 模 ， 必 存 在 同 态 om :Ca 一 Lj 使 得 sao = 
Je， 然后 我 们 可 以 使 用 归纳 法 , 假设 满足 条 件 的 同 态 ao,… , an-1 已 经 
求 得 , 如 下 图 所 示 . 我 们 要 求 出 an 使 得 它 成 为 交换 图 . 


di 
Cn Ci - Cn—2 
On | | 
Vv de 
CC 0 


我 们 有 _ian_idn = ow-_2dn-idn = 0. 因此 Qn_idn(Cn) C Kerd’_, 
= md 二 和 人 人 如 果 把 CO 1 换 成 二 (C45), di :C4 于 (C4) 
就 是 满 同 态 , 再 利用 Cs 的 投射 性 , 一 定 存在 同 态 cn : Cn 一 ?+ C0! 使 得 
daQn = Qn-1dn. 这 样 就 证 得 了 a 的 存在 性 
现在 设 w 和 有 者 满足 定理 的 条 件 , 令 Y= wa 一 有 则 
em=e00 -efo=$e—pe=0, 


dTYn 一 Jn ln, 如 之 1 


我 们 有 以 下 的 交换 图 : 
G, 
To 
二 ， 
CC 0 MM 0 


由 于 emo = 0 To(Co) S Kere' = 加西 ， 考 虑 满 同 态 直 : Ci 一 ， 
册 {1), 出 于 Co 是 投射 模 , 存在 ao : Co 一 + O01 使 得 加 = 而 so， 现在 
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假定 我 们 已 经 作出 了 满足 条 件 六 一 5 在 三 本 si 三 1 一 1 的 
3D;， ”73m 一 1， 考虑 mn 一 Sn—1dn. 


dn 
Cn Cn— 1 
Tn Sn_1 
dt1 dh 
Cntl Cr Cn _i 


我 们 有 
dyn — Sn-idn) = Yaidn — dh sn -1d 
= (nl 一 出 sn 1jd = sn_2dn_idn = 0. 
因此 (Ys 一 sn-1dn)(Ca) 5 Kerdd = Im dj1， 由 Cr 的 投射 性 可 知 存 
在 同 态 sn : Cn 一 Cnt 使 得 dy155% = Yn 一 sn-_1dn. 这 样 就 证 明了 
习 心 户口 


例 3,1 设 下 是 例 1.1 中 的 单纯 复 形 , C。 = (Cu(E) 访 ) 是 一 个 由 直 

由 模板 成 的 链 复 形 . 不 难看 出 序列 : 
G(R SCORK) SoS HE) 0 

是 正 合 的 , 这 里 v : Co 五 ) 一 Ho(K) 兰 Co{K)/ Bo(K) 是 自然 同 态 . 因 
此 (C。,) 就 是 Hol 下) 的 自由 分 解 . 

例 3.2 设 玉 是 一 个 堪 ; R= 二 Flz,y,2], 时 = {z,y,2) 是 只 的 由 2 
y、z 生成 的 理想 . 我 们 可 取 Co = 呈 旬 民 鲜 BR, 定 闵 同 态 

as:Co~=RE@E RE R— M 

(i， fo, fs) m3 了 万 {2， 2) ty fa yz21+2 f(T, y,2), 
则 Kere = {(0, z, —y), (—z, 0, T), (vy, —ZzZ,0)) {请 读者 验证 ). 令 C1 一 
县 国民 国定 义 同 态 : 
(g1,92,93) oo (zgatyga, 291 -£093, —y91+292), 
旭 Imdi = Kere. Kerdi = {(z,y,2)}, 我 们 取 C2 = 民 , 定义 同 态 : 
ds : C=BR 一 全 = RBRBR 
h mm (zh, yh, zh)} 
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则 as 是 单 同 态 并 且 Im aa = Ker di. 这 样 就 有 以 下 的 正 合 序列 : 
0 SOM 0. 


说 明 (C, 可 以 及 = 构成 了 对 的 自由 分 解 . 
例 3.3 我 们 举 一 个 无 限 长 度 的 自由 分 解 的 例子 ， 设 下 是 一 个 域 ， 
r>1,R= Fr|/(2"). 取 财 一 及 /Rzs 这 里 0<s<r'. 取 Cn= 忆 对 


所 有 的 nn 之 0, 令 
e:Co nn MM 


e c+ Rr: 
如 果 我 们 用 民 二 } 民 表 示 同 态 c 上 czm, 就 可 得 到 以 下 的 正 合 列 : 
RIOREIR 人 SRSIM 0. 
即 (C,,e) 是 MM 的 自由 分 解 


说 明 3.1 从 刚才 的 例子 可 以 看 出 , 对 于 任意 的 吾 横 对 , 我 们 总 是 可 以 作出 
它 的 一 个 自由 分 解 : 根据 第 一 章 的 命题 4.3, 存在 自由 模 Co 以 及 满 同 态 < : 
Co 一 M. 对 于 机 Ker se, 又 存在 自由 模 C 以 及 江 同 态 由 : 各 一 } Kere， 
用 同样 的 方法 不 断 往 上 本, 就 可 得 到 一 个 正 合 列 : 
On O10 SM 二 0 

其 中 心 " 都 是 自由 模 . 因此 {C。, e) 是 4 的 一 个 自由 分 解 . 我 们 知道 自由 模 
可 以 被 看 成 是 最 容易 掌握 的 忆 模 , 自由 分 解 实际 上 就 是 试图 用 一 系列 的 让 
由 模 来 近似 揪 述 已 给 的 模 好 . 自由 分 解 的 长 度 也 可 以 看 成 是 这 个 模 与 自由 
模 的 相 莽 的 一 种 度量 , 当 吾 是 一 个 域 时 , 每 个 模 都 是 自由 模 , 因此 任何 一 个 
模 都 可 以 作 一 个 使 Cs = 0 (n > 信 的 自由 分 解 . 而 当 环 是 主 理想 整 环 时 ， 
每 个 模 事 存在 一 个 使 CC, = 0 tn > 1 的 自由 分 解 ， 可 见 五 模 的 最 短 自 由 分 
过 的 长 度 ( 即 以 后 要 定义 的 同调 维 数 ) 反应 了 环 的 某 种 性 质 , 可 以 认为 它 是 
环 与 域 的 相差 的 某 种 度量 . 


因为 自由 模 一 定 是 投射 模 , 因此 自由 分 解 也 是 投射 分 解 . 投射 分 解 

的 概念 完全 适用 于 任何 的 Abel 范畴 . 这 表明 在 瑟 模 的 范畴 里 每 个 对 象 
都 有 投射 分 解 , 可 是 在 有 的 Abel 范 团 里 却 不 能 保证 投射 分 解 的 存在 ( 例 
如 居 的 范畴 }. 这 时 就 要 用 到 投射 分 解 的 对 个 概念 : 内 射 分 解 . 


定义 3.2 设计 是 一 个 民 模 , DD? 二 (D",q") 是 一 个 上 链 复 形 ， 如 
果 所 有 的 D" 者 是 内 射 覆 , 则 称 D* 是 内 射 的 (injective)、 如 采 当 nn > 0 


-132 第 三 章 。 同调 代数 
时 有 瑟 "D*) = 0， 则 称 D* 是 零 调 的 【acgceiic]， 如 果 厅 在 一 个 同 杰 
1 一 DO 使 得 可 二 0, 则 称 (D*. 中 {或 DD") 是 有 时 的 复 形 .如 果 以 
下 序列 


oO MDD DID2 3 
正 合 ; 则 称 (D* ,nD) 且 并 的 一 个 分 解 (resolution). 如 果 了 DD" 是 内 射 复 形 ， 
则 称 (D*,n) 县 一 个 内 射 分 解 (injective resolution). 


与 定理 3.1 对 侦 , 有 以 下 定理 : 


定理 3.2 设 由 : M' 一 JM 是 民 简 同 态 , (D*, 是 肝 的 内 射 复 形 ， 
(D"* ,7 是 4' 的 分 解 , 则 存在 态 身 Qf : D” 一》 DD* 使得 J$ 二 aor, 并 
且 满 足 上 述 乏 件 的 态 射 郝 是 同 伦 的 ， 


0 Mf 中 石上 的 D't 
东 cr al 
0 NM " D? 呈 D! 


证 明 作 为 练习 . 口 


对 于 任意 的 忆 模 M, 根据 第 一 竟 的 定理 6.8，M 可 被 做 入 一 个 内 射 
模 闪 ", 即 有 单 同 态 9 : M 一 ;DO. 取 Cokery, 同 理 存 在 一 个 内 射 模 万 : 
以 及 一 个 单 同 态 四 ; Cokerm 一 3 D1. 如 此 继续 下 去 , 就 可 得 到 一 个 正 


合 列 : 


0 1 
0 MD dy DID sy... 


(D° ,m0) 就 是 3M 的 内 射 分 解 . 因此 任何 请 模 都 有 内 身分 解 . 


练 习 3-3 


3.1 设 忆 是 域 , 二 Fx, ad = (f(x,3),9(z,)) 是 民 的 理想 , 被 看 作 岂 
横 . 假定 f{z, 胃 和 g(x,y) 是 瑟 案 的 宪 项 式 . 试 作出 MM 的 自由 分 解 ， 

3.2 设 吾 是 一 个 主 理想 整 环 . 证 明 每 个 有 限 生 成 的 了 瑟 模 都 存在 一 个 使 Cn = 
0 n> 如 的 自由 分 解 . {提示 : 利用 第 一 章 的 定理 4.6) 
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3.3 设 虹 是 环 2 内 由 和 和 9 生成 的 理想 . 试 写 出 Z 模 J4 的 两 种 不 同 的 自由 
分 解 . 
3.4 证 明定 理 3.2. . 


$3-4 导出 田子 


”投射 分 解 和 内 射 分 解 的 主要 应 用 是 定义 导出 务 子 . 其 思想 是 这 样 的 : 
我 们 过 到 的 函 子 已 往往 是 加 性 的 , 但 不 一 定 是 正 合议 子 , 只 是 左 正 合 或 
右 亚 合 的 冰 子 . 例如 一 个 右 正 合 函 子玉 把 一 个 任意 的 短 正 合 列 

OO— MM MOO0 
变换 成 一 个 只 有 右边 的 部 分 继续 保持 正 合 的 序列 : 
Fa — FM) 一 F(M”) 一 0. 
这 时 我 们 关心 的 问题 之 一 就 是 在 什么 情况 下 能 补 上 左边 缺少 的 部 分 , 使 
这 个 正 合 列 延 伸 出 去 , 从 而 对 最 左边 的 同 态 的 核 提供 一 点 信息 ? 导出 函 
子 就 能 解决 这 些 问题 . 例如 函 于 下 的 第 一 个 左 导出 函 子玉 以 及 一 个 连 
接 同 态 Ai 就 能 给 出 以 下 的 正 合 列 : 
ON A FM 一 FU) -3 FIM") 0. 
应 用 左 导出 函 子 还 能 进一步 把 这 个 正 合 列 向 左边 伸展 直至 无 限 (实际 上 
是 在 某 个 时 候 全 部 消失 为 零 ). 这 就 是 引入 导出 函 子 的 绿 巾 . 
以 下 我 们 假设 所 有 的 函 子 都 是 加 性 沙子 . 
定义 4.1 设 捕 是 从 忆 模 范畴 到 自身 的 态 正 会 共 变 函 子 ,JM 是 一 个 
忆 措 , (Cs) 是 BM 的 一 个 投射 分 解 ; 
. | ;00 0. 
用 油 子 情 作 用 后 可 以 得 到 一 个 疡 的 链 复 形 ; 
FO) 2 FG) LE FUco) » 0. 
则 突 义 闹 子 斑 的 菜 4 个 左 导 出 两 子 (lef derived functor) 为 
FM=H(F(ON, no. 
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由 于 下 是 右 正 合 函 于 , 我 们 有 以 六 的 正 辣 列 : 


F(O) 二 FrCo £0 FIM) 一 0. 


因此 
LoF'(M) = HolF(Ce)N) = F(Co)/ Im Fld) S FM). 


从 定义 马上 可 以 看 出 , 如 果 古 是 正 合 函 子 , 那么 序列 


FO) LD FG) TE FUCo < FIM) S$ 0 


是 正 合 列 , 从 而 

LnF(M) =0, n> 0. 
这 表明 导出 函 子 度量 了 一 个 函 子 离开 正 合 亢 子 的 差距 . 函 子 瑟 是 正 合 函 
子 , 则 它 的 所 有 n > 0 的 导出 函 子 都 是 零 国 子 . 反之 , 在 建立 了 以 下 的 关 
于 导出 函 子 的 长 正 合 列 药 定理 4.1 后 , 就 可 知道 上 述 条 件 是 充 要 条 人 忻 . 


在 定义 4.1 中 有 两 个 问题 需要 解决 ; 一 是 导出 函 子 如 何 作用 在 态 身 
上 ; 二 是 导出 男子 的 定义 是 否 唯一 . 这 是 由 投射 分 解 的 不 唯一 性 引起 的 . 
不 过 定理 3.1 已 经 提供 了 启示 : 分 解 可 以 不 唯一 , 但 是 利用 态 射 间 的 同 伦 
性 还 是 可 以 得 到 同调 横 之 间 的 同 构 , 再 由 此 得 到 导出 函 子 的 唯一 性 . 

设 M 是 男 一 个 民 模 , 且 有 一 个 模 同 态 4: M 一 } MI'. 设 (Cs,e) 是 
好 的 投射 分 解 . 根据 定理 3.1 我 们 可 得 到 一 个 访 射 a : C。 一? C: 使 得 
4e = eao, 用 函 子 王 作用 后 即 可 得 到 以 下 交换 图 : 

Fdi) Fl{e) 


Cu 一 F(Co) ad 0 
Fla) F(ao) Flo) 
F(a el) 

FO) plcs) LO pon’) 0 


因而 有 同 态 F(aw) : 且 o(P(CJ) 一 HF(C)), 而 和 且 这 些 同 态 与 a 的 
选取 无 关 . 这 是 因为 如 果 有 另 一 个 具有 相同 性 质 的 态 射 8 : CG。 一 ;C7， 
则 a ~ 5, 也 就 是 说 存在 同 态 #3 : Cn 一 人 Cn 使 得 an 一 = di13n 十 
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sa-1dn. 用 函 子 斑 作 用 后 可 得 
Flan) — F(a) = F(d sy) P(en) +F(en 1)F(dn). 
从 而 F(a) ~ 下 (A) 导致 所 (qn) = (Pn). 这 样 我 们 就 可 以 定义 导出 靖子 
对 态 射 的 作用 : 
三 (内 二 下 (的 ] :FU ~ La POM). 
请 读者 自己 验证 5, 确实 是 函 子 . 


现在 如 果 好 有 另 一 个 投射 分 解 ( 厂 。 四 , 则 由 福 等 同 构 1w : M 一 > 
2M 可 诱导 出 唯一 的 同 构 ?go : Hn (FC)) 一 ?+ Hn(F(D,))- 类 似 地 , MM 
的 另 一 个 投射 分 解 (Ds,” 也 可 诱导 出 唯一 的 同 构 允 :CC 一 
Hn (FD ). 这 样 了 了 就 变换 威 太 (En 天)951. 

因此 在 构造 导出 孙子 时 投射 分 解 的 取 法 可 以 是 任意 的 . 我 们 在 以 后 
的 讨论 中 常常 会 根据 需要 选取 合适 的 投射 分 解 或 者 在 必要 时 改变 原 有 的 
选取 , 这 些 都 不 会 影响 对 导出 负 子 的 讨论 . 

以 下 的 定理 基 有 导出 郴 子 最 重要 的 性 质 : 

定理 4.1 设 已 是 一 个 右 正 合 函 子 , 则 对 任 惠 的 短 正 合 列 

0 MSMSM". 0, 
存在 自 爪 的 连接 同 态 An : Ln 了 (MT") 一 ? Ln-1F(M"),n > 0, 使 得 有 以 
下 的 长 正 合 列 : . 
LaF (MN) 全 rt 了) ED, LPCM) 下 
TD LF”) A Ls FA) LPM") 


Ss PCD TY FM) LO Pa) 0. 


证 明 : 我 们 分 几 步 完成 证 明 . 

(1) 构造 M'、M 和 M” 的 合适 的 投射 分 解 (C4,e')、(C。s) 和 
(Cs,e”), 使 得 有 链 复 形 的 正 合 列 0 -， C4 伍 CO。 号 Cr 一 0. 

我 们 先 任 取 M' 和 M" 的 投射 分 解 (Ce/) 和 (C2,e), 然后 再 构造 
投射 复 形 C。 = C8 Cs, 证明 这 就 是 所 需 的 分 解 ，- 
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Yo Po 


了 nn 
CL COC OO 


0 
ef i 三 
vy 
0 M2 M £ M" 0 
OD 站 站 


在 上 面 的 图 中 z 是 典范 内 射 , 定义 为 io(%) = (ch,0). po 是 典范 射 
影 , 定义 为 mofc0;c) = 的 . 因此 上 面 的 行 是 分 裂 正 合 的 - 由 于 CW 是 投 
射 模 , 存在 同 态 e* : C8 一 ? MM 使 得 se” = fe*. 我 们 定义 

eae:CBC NM 
(0.%) oF aoe’ (cd) + e* (od). 

这 样 定义 的 = 使 得 上 图 保持 交换 性 . 利用 第 一 章 中 证 明 的 引 理 2.9, 从 人 
与 a” 的 满 射 性 即 可 得 到 < 的 满 射 性 , Co = G2 @ C5 仍 是 投射 模 . 

我 们 再 来 观察 下 面 的 交换 图 : 


本 


0 Kere!’ 本 Kere -二 Kere” 一 -一 -0 
7 了 了 

0 0 一 cc 0 
Ey E E” 

0 -1 -jg -0 
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根据 蛇 形 引 理 (第 一 章 引 理 2.10) 就 可 知道 项 上 的 行 是 正 合 的 . 我 们 
用 这 个 正 合 列 
0 Kere’ Ly Kere aR KEers ”一 
代替 
o> MMSM" .0, 
就 可 用 同样 的 方法 构造 如 = Cf 和 人 以 及 看 :Ci 一 Co, 如 此 递 推 地 
进行 下 去 就 可 得 到 所 需 的 三 个 投射 分 解 . 
(2) 利用 定理 2.1 及 命题 2.2 得 到 所 需 结论 . 
由 (1), 我 们 得 到 了 投射 复 形 的 一 个 分 裂 正 合 列 
(op 
用 五 作用 后 仍然 得 到 一 个 分 裂 正 合 列 : 
0 一 FfC) LO FPC TE F(C) -0. 
对 这 个 正 合 列 利用 定理 2.1 及 命题 2.2 就 可 得 到 定理 所 需 的 结论 ， 口 
小 结 一 下 , 一 个 右 正 合共 谈话 子玉 的 左 导出 函 子 Ls, 下 有 以 下 性 质 : 
(LD1) LoF 8, 
(LD2) 当 忆 是 投射 机 时 , 对 所 有 的 n > 0 有 asF(P) = 0; (证 明 作 
为 练习 ) 
(LD3) 对 任意 的 短 正 合 列 
OM SMSEM -0 
存在 连接 同 态 A : LnF(M") 一 上 5_1F(M"Y,n > 0, 使 得 有 以 下 的 长 
正 合 列 : 


OO sy LF(OMN) LE FON) 
La FB ， | ， 
ED IPM") Ss Ls aF 二 FM 3 


S35 FOM') LO FM) LO) FIM") 0. 


(LD4) 连接 同 态 是 自然 的 , 即 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 癌 的 
态 射 的 交换 图 : 1 
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0 NM bg -0 
op 由 pd 
0 MN 了 $5 — NV' -0 
则 有 相应 的 交换 图 : 
A 
PUMP) ue Ls PEM) 
LF(O") Ln_1F(9") 


An 
LuF(N") 2 LF(N’) 


而 反 过 来 , 左 导出 共 变 函 子 也 可 以 由 这 四 条 公理 完全 确定 《请 读 老 
自行 证 明 , 参见 练习 4.2). 


上 区 讨论 的 仅 是 右 正 合共 变 函 子 的 让 导出 沙子 , 对 于 右 正 合 反 变 孙 
子 世 可 以 定义 左 导出 函 子 , 不 过 要 利用 邮 的 内 射 分 解 (D*, 中 . 定义 为 
了 CA = HF(D)), 
对 于 左 正 合 的 函 子 , 我 们 考虑 的 是 右 导出 漳 子 (right derived func- 
tor). 例如 设 己 是 左 正 合 的 反 变 函 子 , 我 们 就 作 邮 的 投射 分 解 : 


0 0 2 000, 


用 五 作用 后 得 到 
0 一 (Co LE FO TE FrCo) -3 
然后 定义 末 子 五 的 右 导 出 丽 子 为 


R*F(M) = H"(F(C.)). 


与 堪 导出 函 子 相 对 应 , 左 正 合 反 变 函 子 扩 的 右 导 出 函 子 满足 以 下 四 
条 性 质 : 
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(RD1} BR 玉兰 五 ; . 
(RD2) 当 忆 是 投射 模 时 , 对 所 有 的 n>0 有 RR*F(P) = 0; 
(RD3) 对 任意 的 短 正 合 列 


OM SSMSM" -0 
存在 连接 同 态 A : R*F(M') 一 了 R™T1F(M"), n 宛 0, 使 得 有 以 下 的 
长 正 合 列 : 
0 F(M") 2 FCOMY 2 FM 全 
A FIFIMTY DS FFM A FEAF(M") 

FO prp(M) FO RAF(MY A RATEFCM”) 全 

(RD4) 连接 同 态 是 自然 的 , 即 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 间 的 
态 射 的 交换 侈 : 


六 


站 有 MM Mr" D 
~ 出 加 
0 NT NS Nm 0 
则 有 相应 的 交换 图 : 


FrP(M') 全。 Rr+1F(M") 


BR" FO) Rt Fe") 


R*F(N') ,RatiF(N’) 
类 伏地 , 右 导 出 反 变 落 子 也 可 以 由 这 四 条 公理 完全 确定 . 
对 于 左 正 合 的 共 变 沙子 也, 我 们 可 和 作 1M 的 内 射 分 解 : 
0 -Do SD! Sy D? ..., 
用 三 必用 后 得 到 
0 -全 下 (Do] TO FDI LEY FDYY 全 
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然后 定 兴 孙子 瑟 的 右 导 出 了 子 为 
R"F(M)Y = H"(F{(D')Y. 


左 正 合共 变 丽 子 五 的 右 导 出 函 子 满足 以 下 四 条 性 质 : 
(RD'1) oF F: 
(RD'2) 当 了 是 内 射 模 时 , 对 所 有 的 n>0 有 R"F(7) = 人 0; 
(RD'3) 对 任意 的 短 正 合 列 
OM SMSM 0 
存在 连接 同 态 A : R*?F(M") 一 R*+1F(M'), n 2 0, 使 得 有 以 下 的 
长 正 合 列 : | 
0 F(M') LO FOM) LO FU) -> 
Ss RIF(M) 3 RTIF(M" A RPM > 
一 人 0 RnF(M) LEE), Rn A RtFCM') 3... 
(RD'4) 连接 同 态 是 自然 的 , 邵 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 间 的 
态 射 的 交换 图 : 


0 -ia MM 0 
op $B p" 
0 NN N’ 0 
则 有 相应 的 交换 图 : 
本 了 
3 R"F(M ) RTF(M') 
R"F(g") Rt1iF(#’) 
R*FP(N") A 再 ?1 EN 


有 导出 共 变 沙子 也 可 以 由 这 四 条 公理 完全 确定 . 
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4.1 证 明 当 书 是 投射 模 时 , 对 所 有 的 n> 0 有 IasF(P)=0. 
*4.2 证 明 左 导出 共 变 函 子 可 以 由 (LD1)-(LD4) 这 四 条 公理 在 自然 同 构 意义 
下 完全 确定 . (提示 : 考虑 短 正 合 列 0 一 玉 一 了 一 + 对 一 ? 0, 其 中 三 是 投 
射 模 .) 
4.3 证 明 右 导出 反 变 函 子 的 四 条 性 质 (RD1)-(RD4). 
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设 M 是 一 个 五 模 , 我 们 知道 张 量 积 联 子 MM @R 一 是 一 个 右 正 合 的 
共 变 函 子 . 这 个 函 子 的 左 导出 函 子 称 为 Tor 函 子 , 记 为 
TorS(M,—) = IL,(M BR-). 
在 不 会 引起 混 少 的 场合 也 可 简 记 为 Torn(2M, 一 ), 把 右上 和 角 的 五 省 去 - 根 
据 第 4 节 中 定理 4.1 以 及 由 此 总 结 出 的 关于 右 正 合共 变 函 子 的 左 导 出 函 
子 的 四 条 性 质 ，Ter 函 子 有 以 下 性 质 : 
(1) TorotM,N) SM BpN; 
(2) 当 忆 是 投射 模 时 , 对 所 有 的 n> 0 有 Tora(M, 记 ) = 0; 
(3) 对 任意 的 短 正 合 列 
opN SNSN 0 
有 以 下 的 长 正 合 列 : 
Tri N'Y oo Tora M,N oO Tor (M,N) 一 
Torn (M,N oo Tors_i (M,N oO oO TontM, NM) 一 
~~MONoMONo 2 MON =o0. 


(4) 过 接 同 态 是 自然 的 , 即 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 间 的 态 
射 的 交换 图 
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0 No Nf , Nr" -0 
$ Pp 
0 TT -0 
划 有 相应 的 交换 图 : 


A 
Torn (MN) — Torn_1(M, N') 


Tora (的 


Tora (M, TY) en Torm 1 (MT) 
我 们 知道 一 个 疯子 是 正 合 函 子 的 充 要 条 件 是 它 的 mn > 0 的 导出 函 子 
都 是 零 沙 子 . 而 在 第 一 章 第 7 节 已 经 讨论 过 ， 张 量 积 国 子 MW @ 一 成 为 正 
合 通 子 当 且 仅 当 j 是 平坦 模 . 这 样 我 们 又 得 到 了 平坦 模 的 新 的 特征 . 


定理 5.1 下 列 关于 玉 模 4 的 条 件 是 等 价 的 : 


{1) 4 是 平坦 模 ; 


Torn 1(M, 中) 


(2) 对 所 有 的 nn > 0 以 及 任 芒 的 民 模 NN, Tor, (M,N) = 0: 
(3) 对 任意 的 且 模 NN, Tori (M,N) = 0. 


证 明 : 定理 前 面 的 讨论 已 经 证 明了 (1) 坟 (2) = (3). 剩 下 只 需 证 明 


(3) (对 于 任意 的 短 正 合 列 
ON oN oN" .0, 
取 滞 子 4 久 -- 的 长 正 合 列 , 即 有 正 合 列 
Ton(MN)Io MOEN MON SMeN". ,0 
从 Tori(M,N") =0 即 可 得 到 短 正 台 列 


0 一 和 图 六 0 


因此 林 是 平坦 横 ， 口 
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我 们 当然 很 想 知道 Tor 的 含义 是 什么 . 现在 就 看 玫 个 例子 . 


例 5.1 设 x € RR 不 是 零 因 子 , R/Rz 是 一 个 RR 模 ， 我 们 要 计算 
Tor (ad, RIRz). 
作 一 个 投射 分 解 
OG-RS CG=R SS RiRr 一 1 


入 上 -一 工 
r r+ Hr. 


由 于 r 不 是 稚 因 子 , 因此 di 是 单 同 态 ， 上 面 序列 的 正 合 性 不 难看 出 , 用 
张 量 积 画 子 M gR- 作用 后 得 到 


0 全 Me@RRSEM He MBARRSEM 一 0， 


因此 
Torf(M, R/Rz) 2 Ker lu @ di {me M | zm = 0}. 

也 就 是 说 Torf(M, RRz) 是 M 中 被 z 零 化 的 元 素 集 . 这 些 元 素 当 然 都 
是 M 的 扭 元 素 . 事实 上 Tor 就 是 Torsion 的 缩写 . 

设 村 是 一 个 忆 模 , 如 果 对 于 所 有 的 忌 模 凡 都 有 Torf(ad, N) = 0, 
则 本 是 平坦 模 , 从 而 也 是 元 扭 的 (第 一 章 命 题 7.15). 

现在 我 们 变 证 明 Tor?(M, N) 关于 它 的 第 一 个 变量 jM 也 是 一 个 函 
子 . 设 有 忆 模 同志 a : 4 一 * M'. 我 们 构造 六 的 一 个 投射 分 解 (C。e). 
分 别 用 好 和 夺 ' 作 张 量 积 后 可 以 得 到 以 下 交换 图 : 


M BARC OO— NM WRCo 


lc 0 1oo 


op — M'BrCo D 


根据 左 导 出 函 子 的 定义 , 俩 行 的 第 nn 个 同调 模 就 是 TorS (34, 和 N), 底下 的 
行 的 第 m 个 同调 模 是 Tore (M',N). 忆 模 辣 态 a @ 1c. 诱导 了 同调 模 之 
间 的 同 态 Torw(ey, N) :Tora N)] 一 > Tor (MY), 不 难 验证 这 样 
定义 的 Tor&(- ,六 ) 是 从 五 模范 畴 到 自身 的 一 个 共 变 函 子 . 
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如 果 有 总 模 的 短 正 合 列 
OO— MM M” 0. 
仍然 设 C 是 六 的 投射 分 解 . 用 MB@R Cu 记 以 下 的 链 复 撒 : 
| BC MBARCo — 0, 
则 有 链 复 形 问 的 一 个 序列 
0 一 全 M BRC + NM ORC 一 PC 0. 
由 于 Cn 都 是 投射 模 , 因此 序列 
0 MO@RC 3 MBARC, — MBRC, 30 
都 是 正 合 的 . 这 说 明 上 述 链 复 形 的 序列 也 是 一 个 短 正 合 列 . 利用 定理 2.1 
就 可 得 到 关于 第 一 个 变量 的 长 正 合 列 
人 Tora 人 Tora ) 人 Tors, (M,N) — 
一 Tom(M",N) — Torn_1(2M", N) 一 … — Tori (MN) -~ 
MON— MON MN -0. 


类 似 地 , 函 子 一 @R 入 也 可 定义 左 导出 函 子 To7 人 (NN). 可 以 证 明 
对 于 任意 的 卫 模 M 和 NN 有 
TorR(M, N) e Tor® (M,N). 


练 习 3-5 
5.1 计算 Torr (Z, ZZ), Tor3 (ZZ, 名,) 以 及 Torz (2,, Zi), 
83-6 Ext 
设 入 是 一 个 及 模 , 刚 函 子 Homn{—,N) 是 一 个 左 正 合 的 反 变 孙 子 . 


这 个 孙子 的 右 导 出 男子 称 为 Ext 丽 子 , 记 为 
Exth(—, N) = 五"(Homa(- N)). 
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在 不 会 引起 浪 淆 的 场合 也 可 简 记 为 Ext"( 一 ,入 ), 把 右 下 盘 的 省 去 . 左 
亚 合 反 变 函 子 的 右 导出 函 子 Ext 有 以 下 性 质 : 

{1) Ext9 (MM, N) & Homg(M, N); 

(2) 当 己 是 投射 模 时 , 对 所 有 的 n> 0 有 Ext*(P, N) = 0; 

(3) 对 任意 的 短 正 合 列 

OM SSMSM" YO 
有 以 下 的 长 正 合 列 : 
0 —} Hom(M", N) 一 Hom(M,N) — Hom(M', N) 一 


一 Exti(M”,N) 一 oo Ext™ HM, N) 一 
— Ext*(M",N) — Ext" (M,N) — Fxt"(M', N) — 


(4) 连接 同 态 是 自然 的 , 即 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 问 的 态 
射 的 交换 图 : 


0 Nf M NM" 0 
内 几 . $" 
0 T TS TT 0 
则 有 相应 的 交换 图 : 
Ext"(M', N) Ext™t!(M", N) 
Ext™(@’, N) Extn+ifg N) 
三 上 全 ” 多 十 二 nu 
Ext™ (OT 一 一 Ext (T”,N) 
利用 Ext 可 以 刻画 内 射 模 : 
定理 6,1 下 列 关于 玉 模 六 的 条 件 是 营 价 的 : 
(六 是 内 射 模 ; 


(2) 对 所 有 的 n > 日 以 及 任意 的 呈 简 M, Ext"(M,N) = 0; 
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(3) 对 任意 的 忆 模 M，, Ext' (M,N) = 0. 
证 骨 ; (1) 3 (3): 设 (Cs) 是 邮 的 投射 分 解 , 即 有 正 合 列 
HC A HC MD 0. 
因为 Hom( 一, 入) 是正 合 画 子 (第 一 章 定理 6.1), 用 这 个 函 子 作用 后 可 得 
正 合 列 
0 — Hom( M,N) 一 Hom(Co, N) 一 全 
— Hom(C, N) — Hom(C2, N) 一 
因此 当 n > 0 时 它 的 上 同调 模 Ext"(M, N) = 0. 
(2) 地 (外 是 显然 的 . 最 后 证 明 (3) 之 {1): 对 于 任意 的 短 正 合 列 
OM = Mo MM" 0, 
取 函 了 于 Hom( 一 , 入 ) 的 长 正 合 列 , 即 得 正 合 列 
0 — Hom(M",N) — Hom(M, N) 一 + 
-一 Hom(M',N) — Ext! (M", N). 
从 Ext(M*, NN) = 0 即 可 得 到 短 正 合 列 
0 Hom(M", N) 一” Hom(M,N) — Hom(M’, N) —; 0. 
这 说 明 Hom( 一 , 入) 是 一 -个 正 合 画 子 , 根据 第 一 章 定理 6.1，N 是 内 射 
模 ， 口 


设 Q :入 一 N' 是 忆 模 同 态 取 MM 的 一 个 投射 分 解 (C。,s), 分 别 用 
Hom( 一 ,和 N) 和 Hom( 一 , NN') 作用 后 可 以 得 到 以 下 交换 图 : 


0 Hom(Co, N) — Hom(C1,N) 一 .... 
Hom({Co, oa} Hom(C1, a) 
0 Hom({Co, N') -一 ~HomfCa AN 


根据 右 导 出 函 子 的 定义 , 项 上 的 行 的 第 个 上 同调 模 是 Ext(ad， N), 
说 下 的 行 的 第 ” 个 上 同调 模 是 Ext"(M, N'). 及 模 同 态 Hom(C,， co 诱 
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导 了 上 间 调 横 之 间 的 同 态 Ext"(M,a) : Ext" (M,N) 一 Ext Cg 
不 难 验证 这 祥 定 义 的 Ext"(M, 一 ) 是 从 五 模范 畴 到 自身 的 一 个 共 变 函 子 . 
如 果 有 已 模 的 短 正 合 列 
O—N— NN’"—0. 
仍然 设 [Cs) 是 开 的 投射 分 解 . 用 Hom(C,, NN) 记 以 下 的 上 链 复 形 : 
0 —} Hom(Co, N) 一 Hom(Oi, N) 一 Hom (C2, N) —+ 
则 有 上 链 复 形 间 的 一 个 序列 
0 —— Hom{C., NT 一 Hom (COC., RN) —» Hom(C,, N") — 0. 
由 于 Ca 都 是 投射 模 , 因此 序列 
0 — Hom(C, N'Y) — Hom(O,, N) — HomfC N"} — 0 
都 是 正 合 的 . 这 说 明 上 述 上 链 复 形 的 序列 也 是 一 个 短 正 合 列 . 利用 定理 
2.1 就 可 得 到 关于 第 二 个 变量 的 长 正 合 列 (在 各 -1 已 经 指出 上 链 复 形 就 
是 负 复 形 , 因此 定理 2.1 的 结论 应 用 于 上 链 复 形 时 要 把 递减 的 下 标 改 成 
递增 的 上 标 》 
0 — Hom(M,N’') 一 Hom(M,N) — Hom(M,N") 一 
一 Ext!i(M, ND) 一 一 Extt (M,N oo 
3 Ext™ (M,N') —» Ext"(M,N) — Ext"(M,N") —» 
类 似 地 还 可 以 证 明 连 接 同 态 Ar : Ext"(2M4, NN") 一 Ext*+1(JM ,NN') 是 自 
然 的 . 
利用 这 个 结果 , 我 们 可 以 得 到 利用 Ext 刻画 投射 模 的 下 述 定理 . 
定理 6.2 下 列 关于 五 模 对 的 条 件 是 等 价 的 : 
(1) M 是 投射 樟 ; 
(2) 对 所 有 的 n>0 以 及 住 意 的 呈 寞 NN, Fxt" (M,N) = 0; 
(3) 对 任意 的 民 杰 入, Extli(M,N) = 0. 口 
其 中 的 (2) 就 是 Ext 的 性 质 (2). (3) 一 (1) 则 可 通过 证 明 Hom(M, 一 ) 
是 正 合 函 子 而 得 到 . 
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对 于 左 正 合共 变 冰 子 Hom(24, 一 ) 也 可 以 定义 它 的 右 导 出 消 子 , 不 
过 这 时 要 先 作 六 的 内 射 分 解 ( 厂 ", 凡 , 即 
0 3 DY 4 Dp! 4 p? ES ,.. 
用 函 子 Hom(MM, 一 ) 作用 后 即 得 上 链 复 形 


0、 Hom(M,d?} 1 
0 一 Hom(M, PD) 一 一 一 一 人 Hom(M., DD) 一 
Homn{ M,d') 
一 一 一 一 一 少 


Hom(M, D?) 一 ... 
这 个 上 链 复 形 的 上 向 调 模 就 是 右 导 出 卫 子 的 值 : 
Ext” (M,N) = H"*(Hom(M, D*)) 
， = Ker Hom(M, d")/ Im Hom(M, adn. 
由 导出 函 子 Bt ”满足 $3-4 中 的 性 质 (RD'1)-(RD'4): 
(1) ExtR (M,N) Homa (M,N); 
(2) 当 了 是 内 射 模 时 , 对 所 有 的 n > 0 有 Ext" (Mf,J7) = 0; 
(3) 对 任意 的 短 正 合 列 
ON SNSN’” ,0 
有 以 下 的 长 正 合 列 : 
0 3 Hom(M,N’) — Hom(M,N) — Hom(M, N”) _， 
-全 Ext (M,N 一 NO » 
— Ext" (M,N) — Ext"(M, N) _» Ext” (M,N") — ... 
{4) 连接 同 态 是 自然 的 ， 即 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 间 的 态 
射 的 交换 转 : 


0 NN, 7 一 -0 
p 只 pr" 
0 Pad 了 -人 6 TH 0 


则 有 相应 的 交换 图 : 
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? on 
Ext" (M,N’) 全 -Et 


Ext"(M,#") Ext”™ (M,¢’) 


EE" (MT") A ERE" (M, T) 
根据 前 面 的 讨论 , 函 子 Ext” 也 满足 上 列 生 条 性 质 , 根据 右 导出 函 子 的 唯 
一 性 , 可 以 得 到 关于 尾 意 的 只 模型 和 六 的 同 构 


Ext"(M,N) & Ext” (M, N). 


为 了 帮助 理解 Bxt 的 含义 , 我 们 现在 研究 模 的 扩张 问题 . 
设 轩 入 是 两 个 民 模 , 如果 有 如 下 的 短 正 合 列 


0JN 针 ESM 0, 


出 称 此 正 合 列 为 村 通过 放 的 扩张 (ertension). 在 不 致 混淆 的 情况 下 也 
可 把 五 称 为 扩张 . 如 果 这 个 短 正 合 列 是 分 裂 的 , 则 称 这 个 扩张 是 分 裂 扩 
张 , 因此 任意 两 个 模 的 扩张 总 是 存在 的 - 两 个 扩张 Bi 与 BB 同 构 是 指 相 
应 的 短 正 合 列 同 构 , 即 有 如 下 的 交换 图 : 


or Ea 
0— -NN ! ll 


C2 


0 N 


BE 

由 于 短 正 合 列 的 同 构 是 一 个 等 价 关系 , 我 们 把 MM 通过 六 扩张 的 同 构 类 记 

为 (M,N). 我 们 将 建立 集合 瑟 (M,N) 与 Exth(JM, NN) 之 间 的 对 应 的 关 

系 , 然后 证 明 这 个 映射 是 集合 的 等 价 , 从 而 提示 了 Ext 来 源 于 Extension. 
设 有 以 通 过 六 的 扩张 忆 : 


ONSESM 0. 


MO—————0 
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用 冰 子 Hom( 一 , N) 作用 后 即 可 得 到 长 正 合 列 


0 — Hom(M, N) SB Hom(E, N) .» 


SS Hom(N, N) 25 Ext! (M,N) 2 .. 
根据 Ext 函 子 的 性 质 (4), 两 个 同 构 的 扩张 诱导 了 相同 的 连接 同 态 55 至 
全 "因此 对 于 扩张 的 同 构 类 [可 E EE(M, NN), 可 以 定义 


ch(£) = BfLN) € Exth tM, N) 


称 为 [如 | 的 示 性 类 (charaeteristic class}. 


定理 6.3 示 性 类 ch{B) 建立 了 集合 (J4，N) 与 Exth(JM,N) 之 间 
的 一 一 对 应 关系 . 特别 地 , 分 办 扩张 的 示 性 类 等 于 0 


证 明 : 首先 取 一 个 投射 寞 尸 使 得 14 是 它 的 同 态 象 ,再 取 这 个 同 恋 的 
核 为 天 ,就 可 得 到 一 个 短 正 合 列 
OKBPSM 0. 
对 于 MM 通过 六 的 一 个 扩张 


ONSESNM.,o, 


我 们 要 构造 以 下 的 交换 图 : 
0 kK PP 一 生 对 -0 
o (人 
0 本 < _ » —M -0 


由 于 了 是 投射 模 , 因此 存在 和 使 图 可 交换 (即使 = = 8X)， 这 样 就 有 . 
BAn) = en = 0, 考 虚 到 a 是 8 的 核 ， 必定 存在 上 使 得 au 二 Xn (参见 第 
二 章 定 尺 5.2). 用 图 子 Hom( 一 , N) 作用 于 上 述 交 换 图 就 可 得 到 
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de 1 
Hom(N, N) ——* Ext (M,N) 一 


站 
Hom(P,N) 了 Hom(K, N} A Ext ) N) 一 -0 
从 这 个 交 搞 图 可 以 得 到 
ch{B) = jp(Lw) = Aoa(lw) = A(p). 
(1) 我 们 先 证 明 古 ] ry ch( 五 ) 是 单 射 , 即 从 ch( 五 ) = ch(E) 可 以 得 
到 [BI = [BE]. 
在 交换 图 (*) 中 对 任意 的 eE 已 存在 >E 了 使 得 e(z) = fle). 于 是 
e— A(z) € Ker8 = Ime, 从 而 存在 yE NN 使 得 e 一 入 (z) = af 也 即 
e= a(v) + A(2). 
这 个 分 解 不 是 唯一 的 , 如 果 有 
e = a(y) + Mz), 
则 Xz 一 z= aly 一 切 , 可 见 s(z-z 二 8X(z 一 2 二 0. 因此 存在 
TEK 使 得 


Y=y+nz), z=z- n(x). 
现在 设 对 另 一 个 扩张 豆 : 


0 EK 


ad 一 -一 一 0 


有 
ch(B) = Ao(a) = Ao(e) = ch(B 
出 必 存在 re Hom(P,N) 使 得 


下 一 下 = (7) = Tn 


152 - 第 三 章 ”同调 代数 


这 时 对 于 
e 一 cf 十 Af(z) eh, (veEN,z EDP) 
可 令 
e =a(y+t+ Tr) + Nz ee EF' 
如 果 
ea 二 Az) y=y+p(r),2 = 2— Hr), reH, 
则 有 
oy + Tz) + N22) = er 
因此 我 们 可 以 定义 呈 模 同 态 


$: 五 一 E' 
oD + A2) 3 oy + Th) + Nz) 

不 难 验证 a = bo, 8 = P'#p, 这 就 证 明了 [如 = [EB 

(2) [Bj 嘱 ch( 吾 ) 是 满 射 

由 于 连接 同 态 A? 是 满 的 , 因此 Ext! (M,N) 的 元 素 都 可 以 表示 成 
和 (4) 的 形式 , 其 中 心 E Hom(K, N) 我 们 作 可 和 克昌 已 并 也 其 中 的 子 
模 

i= {ur) nz) EeN@P|zr eK}, 

令 刀 三 冲田 PAT 就 可 定义 映射 与 8 得 到 如 下 的 序列 : 


0 入 坊 E SB NM -0 


2 > (y,0)+I 
(y,2) + rm— efz) 


容易 验证 a 入 都 是 同 态 自满 足 Be = 0. 现在 我 们 来 验证 这 个 序列 的 正 
合 性 . 如 果 aly) = 0, 则 有 (y,0) € I 即 (y,0) = (2), (x)). 但 因 才 
是 单 的 , 因而 x = 0,y = 0. 这 说 明 a 是 单 同 态 . 由 s 是 满 同 态 可 得 8 是 
满 同 态 . 最 后 设 (vy,2)+1 € Kerf, Blz € Kers = Im», 从 而 存在 TE KK 
使 得 = w(x). 这 样 就 有 
(9 2) + 7= (y+ pr),0) + (pa), n(z) +7 
= (¥ + iz),0) + I € Ima, 
BEKerB CG Ima. 而 KerB D Imea 是 显然 的 . 正 合 性 得 证 . 
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令 和 A(z) = (0,z] 十 了 就 可 定义 一 个 同 态 和 :PP 一 也， 使 得 下 图 可 交 


M 一 一 0 


0 N E Nf 0 
因而 扩张 忆 在 Ext:(M, NN) 中 的 象 就 是 chtE) = Ao( 问 ,这 说 明 { 百 ] 呈 
ch(E) 是 满 的 . 
{3) 当 瑟 是 分 裂 扩 张 时 , 5g = 0, 因此 ch(E) =0， 口 
练 习 3-6 


6.1 计算 Extb(Z, 2) Bxt3{Z, Znm), Extl (Sm, DY, Exty (Bm, Zn). 
6.2 2 设 了 是 一 个 素数 , 民 = Zp. 证 明 以 下 序列 正 合 : 


-一 Zr DD E22 Zp + 0, 


其 中 映射 p 表 示 取 p 倍 , v 表示 到 粮 p 的 剩余 类 . 因而 这 古 已 寞 Zr 的 自由 分 解 . 
利用 这 个 分 解 证 明 Ext(Z,, Zp) 宕 也 
6.3 试 构造 (Zz, 2) 的 所 有 不 则 构 的 扩张 (作为 互 模 )， 
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我 们 在 83-3 中 讨论 了 模 的 分 解 问题 . 任何 一 个 玉 模 都 可 能 有 投射 
分 解 和 内 射 分 解 . 现在 我 们 要 看 看 这 些 分 解 的 长 度 有 什么 性 质 - 

定 芝 7 了 .1I 设 习 是 一 个 玉 棋 . 

(1) Mi 的 投射 分 解 的 量 小 长 度 称 为 机 1 的 投射 维 数 (projective 
人 mension), 记 为 pd(JM). 更 精确 地 说 , 设 Mg 有 投射 分 解 : 

0 CO C0 -~ M0, 

而 且 县 的 其 他 投射 分 解 鸭 长 度 都 宕 n, 则 palM) 二 n, 如 果 肝 没有 这 
祥 的 有 限 长 投射 分 解 , 刘 pd(M) = oo. 
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(2) 类 僻 地 , 1 的 内 射 分 解 的 最 小 长 度 称 为 模 4 的 肉 射 维 数 finyec- 
tive dimension), 记 为 idCM). 


例 7.1 好 是 投射 模 的 充 要 条 件 是 pd(34) = 0, 14 是 内 射 模 的 充 要 
条 件 是 id(M) = 0. | 

引 理 7.I 设 训 是 一 个 尼 衬 , 则 下 列 条 件 是 萄 价 的 : 

(DD) pd(M} ga 

(2) Ext 有 %(M,N) = 0 对 所 有 的 n > d 以 及 忆 模 NN; 

(3) ExtRt1 (M,N) = 0 对 所 有 的 忆 宰 NN; 

(4) 如 果 

0 一 Ca 一 CC 0 (7.1) 
帮 好 的 分 解 ,其中 Co，,-… ,Ca-1 都 是 投射 模 , 则 Ca 也 是 投射 入 

证 明 : (1) 才 (2): 我 们 只 要 取 开 的 一 个 长 度 为 的 投射 分 解 以 计算 
Exti(M, 六 ), 根据 导出 函 子 的 定义 马上 可 以 得 到 (2) 的 结论 . 

(2) 过 (3) 是 显然 的 . 

(3)=(4): 我 们 把 引 理 中 给 出 的 正 合 列 分 解 成 一 系列 短 正 合 列 : 

0 琴 有 一 Co Zl= M0 


0 一 2 一 一 二 


0 -一 Za= Ca 一 Cl -2 30 
应 用 导出 函 子 Ext"(-,) 作用 后 ， 可 以 导出 一 系列 长 正 合 列 : 
Bt 一 Ext™™ (Zr1, 一 
Ext (2;, N) — Ext"(C,, N) 一 > 


由 于 Cj (7 < 加 都 是 投射 模 , 当 n > 2 时 有 Ext (GO;, N)= Ext"(C,, N) 
二 0, 所 以 


Ext (2;, N) S Ext™ (Zi N), Yn22,d- -12>7>0. 
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Ext!{Cu, N) = Ext! (Zu, N) S Ext (Za 1 N) 
. 兰 Bxta+l(Zo N) = Exttt (M,N) = 0. 
根据 定理 6.2(3) 可 得 Ca 是 投射 模 , 

(4) 坟 (1): 利用 投射 分 解 的 构造 法 , 先 作出 d 个 投射 模 使 以 下 序列 正 
A . 
Ca +O Co— M0, 

再 取 核 C4 一 Ker(Cu-i 一 + Ca-2z), 就 得 到 了 M 的 分 解 (7.1). 根据 假 


设 , C4 也 是 投射 模 , 这 样 就 得 到 了 一 个 长 度 为 d 的 投射 分 解 , 即 投射 维 数 
pd(M}&d. 口 


类 假 地 可 以 得 到 关于 内 射 维 数 的 引 理 . 

引 理 7.2 设计 是 一 个 且 樟 , 则 下 列 条 性 是 芋 价 的 : 
(1) id(N) < a 

(2) ExthR(M,N) = 0 对 疡 有 的 n > 以 及 只 模 MM; 
(3) Extdt1(M,N) = 0 对 所 有 的 忆 模 MM; 

(4 如 果 


0 一 一 0C0 一 CC 一 4 一 0 


是 入 的 分 解 ， 其 中 9,-… ,C4-1 都 是 内 射 模 , 则 C4 所 是 内 射 模 口 


定理 7 了 ,3 对 于 一 个 环 只 , 以 下 数值 是 相 革 的 : 

(1) supfidfar) | A 是 忆 枢 }; 

(2) supfpd(M) | M 是 五 模 }; 

(3) sup{n | ExtR0M,N) 关 0 对 民 模 信和 NN}. 

这 个 数 (可 能 是 oo) 称 为 环 五 的 整体 维 数 (giopal dmension) 或 同调 
维 数 (homological dmrenston)， 记 人 gdf 且 ). 

证 明 : 从 引 理 7.1 和 和 ?7.2 立即 可 得 ， 口 
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例 7.2 由 于 域 上 的 模 都 是 向 生 空 间 , 也 就 是 自由 模 , 所 以 域 的 整体 
维 数 等 于 0. 如 果 召 是 主 理 想 整 环 ，Mt 是 一 个 模 , 我 们 可 作 一 个 正 合 列 : 
0 一 二 六 一 全 开 一 人 1 一 一 0， 


其 中 下 是 自由 模 . 天 作为 自由 寞 的 子 模 , 也 是 自由 的 , 这 说 明 pd(z) & 1 
因此 gd( 间 & 1. 另 一 方面 练习 6.2 的 例 说 明 gd{B,2) = oo 
说 明 7.1 环 的 整体 维 数 显 杖 是 环 的 一 个 不 变量 , 对 于 环 的 结构 和 性 质 的 研 
究 有 善 重要 意义 . 小 的 整体 维 数 说 明 这 个 环 有 比较 好 的 性 质 . 
设 放 是 一 个 中 模 . 如 果 有 以 下 的 分 解 : 
0 一 Sn Pn Pn DM 0, 
其 中 五 都 是 投射 模 , 则 称 Sm 为 4 的 第 下 个 合 冲 (sgyzygy)， 合 冲 这 个 词 来 
自 天 文学 , 原意 是 措 三 个 天 体 接近 于 一 直线 . 著名 的 Hilbert 合 冲 定 理 就 是 
说 , 当下 是 域 时 , n 元 包 项 式 环 的 整体 维 数 gd(F[x1,.…. ,Tn]) = n. 
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7?.1 设 有 号 粮 正 和合 列 : 
UA 于 B00, 


证 明 : {1) pd{B8) & max{pa(4), pdfC)]; 
(2) Pd(C) & max{pd(A), pd(B)} + 1. 


33-8 群 的 同调 与 上 同调 


设 台 是 一 个 群 , 并 把 它 的 运算 记 为 乘法 . 把 以 忆 的 元 素 作为 基 的 自 
由 Abel 群 记 为 Z[G]. %[G] 的 元 素 具有 2 mog 的 形式 , 其 中 整 系数 my 


只 有 有 限 多 个 不 等 于 0. 如 果 把 如 的 条 潜 规 定 为 Z[G] 的 基 元 素 间 的 冬 法 ， 
再 利用 线性 性 质 , 就 可 定义 多 [G] 的 一 个 乘法 ; 


(Ee) (Sm) -元 (5 ma 


4 {Ed HEL \s1—yg 
不 难 验 证 Z[Gj 关 于 这 样 定义 的 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 群 G 的 群 环 (grotp 
ring). 把 群 G 的 单位 元 记 为 。 则 le = e 就 是 群 环 ZIG] 的 单位 元 
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例 8.1 设 G= 地 是 一 个 以 a 生 成 元 的 5 阶 循环 Abel 群 , 即 e = 。. 
于 是 (e+a+Taz+ 吧 +oafe 一 由 = 0, 也 就 是 说 群 环 可 能 有 和 零 因子 . 
群 环 多 [G] 的 模 也 称 为 G 模 . 设 训 是 一 个 避 模 ,如果 对 所 有 的 gE 
以 及 ze 时 有 gz = zx, 则 称 拷 是 平凡 的 如 模 , 请 注意 平凡 G 模 并 非 平 
凡 2[G] 模 . 例如 在 平凡 避 模 2M 中 有 


人 人 中 


特别 地 , 整数 加 群 也 总 是 被 看 作 平凡 扫 模 , 
定义 8.1 设 邓 是 一 合群, 1 是 G 模 . 定义 群 全 的 以 A 为 条 数 的 nn 
次 上 同调 横 为 | 
H"(G,M) = ExtoN(Z,M), n=0,1,2,.., 
定义 群 好 的 以 邮 为 条 数 的 mm 次 同调 模 为 
Ha(G,M) = TorzGl(2M， n=0,1,2,-.-. 


以 后 我 们 分 别 用 @Be、Home、Pztec、Tors 表示 @zlej、Homzlej、 
Extzfclj、Torz[Gl1. 
根据 导出 阔 子 Bxt” 和 Torn 的 性 质 , 我 们 立即 可 以 得 到 以 下 命题 ; 
命题 8.1 群 G 的 末 数 在 避 栅 邮 中 的 上 同调 粒 具 有 了 以 下 性 质 : 
(1) HCG, M} = Home(Z, MS MS = {zeE MIgr= 1, vote 
G&G); 
{2) 对 于 加 内 射 枢 了 有 再 (GO = 0, vn > 0; 
(3) 对 于 妇 模 的 焰 正 合 列 : 
oOoM SMSM" -0 
有 以 下 的 长 正 会 列 : 
OO MSO ME ME 
— HG, M") 3} os HG, M") 一 
— H*(G, M") 一 > H"(G, M} — H"(G, MY) -> 
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(4) 连接 同 态 是 自然 的 , 即 如 果 有 了 两 个 短 正 合 列 以 受 它 们 之 间 的 态 
射 的 交接 图 : 


D hr 了 一 万 MM" _0 
四 人 $" 
0 了 了 了 6 TT 0 


划 有 相应 的 交接 转 : 


Hl(G, MM") A HntlG, ad 


A"(G,0) HG 9) 


i 


H"(G,T") H"ti(G, 7") 


命题 8.2 群 G 前 条 数 在 侣 模 肝 中 的 同调 模具 有 以 下 性 质 : 
(全 Ho(G, M) = M ®o Z > MG = MII(M), 其 中 I(M) 是 由 
(9 一 ])z (rE M,g EG) 生 成 的 MM 的 G 子 模 ; 
(2) 对 于 GG 平坦 模 或 投射 模 忆 , 有 吾 (G,P) = 0, Yn > 0: 
{3) 对 于 人 宫 杰 的 租 正 合 列 ; 
OM SMSM" -0 


有 以 下 的 长 还 合 列 : 
Gd GD) 一 
HG M) oo HG MG 


? Mo Mo > Mi 0 


(4) 过 接 同 态 是 自然 的 ， 即 如 果 有 两 个 短 正 会 列 以 及 它们 之 间 的 太 
射 的 交接 图; 
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~ Nf oo AM MA D0 
p 多 Ci 
0 TT 0 
则 有 相应 的 交换 力 : 


Ha(G,M") -人 再， 1{G, M") 
Hn (G, 内 ) HG, vp") 


五 (GT it(G， T’) 
由 Ext" 和 Tor, 的 定义 也 可 以 知道 群 的 上 同调 函 子 囊 *(G, 一 ) 与 同 
调 函 子 太 ,(G, 一 ) 都 是 导出 函 子 . 因此 我 们 可 以 下 作出 G 模 也 的 投射 分 
解 的 方法 计算 群 的 上 同调 或 同调 模 . 
把 群 G 的 元 素 看 作 顶 点 , 我 们 可 以 定义 一 个 单纯 复 形 天 = K(G). 
为 技 述 简单 起 见 , 不 妨 设 G 中 有 个 良 序 , 并 且 单 位 元 e 是 排 在 最 前 面 的 元 
罕 . 从 而 
EK, = {90 0 gn) [GEG go CN gn 
对 于 {go, … ,gn} 的 一 个 兽 搁 a, 令 
(go ,09n) = (—1)” (go , gn). 
再 取 Cn 为 以 KK 的 单 形 作 为 基 的 自由 AAbel 加 群 . 规定 上 @ 在 KK 上 的 作 
用 为 
g{g0,*** ,9n) = (990，… ,99n). 
利用 线性 关系 , 上 述 作 用 可 以 被 扩张 到 Ce 上 , 使 得 Ch 成 为 一 个 局 模 . 边 
绿 算 子 如 :On 一 Cn-_1 定义 为 


{go, "0 ,gn) 一 >》 (~—li(go, | ) 针 ， “7 ,gn), 
t= 
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它 不 但 是 Abel 八 的 同 态 , 还 是 G 模 的 向 态 ( 即 2[G] 模 同 态 ), 并 且 满 足 
-ie 二 0. 我 们 再 定义 增 广 同 态 e : Co 一 名 为 

. <fgo) = 1, Yogo ES. 
注意 , 这 也 是 G 模 同 态 , 而 且 有 8, = 0. 这 样 就 有 G 模 同 态 的 序列 


Cn GT. 0 YC SZ 0 (81) 


地面 我 们 要 证 明 这 个 序列 正 合 , 并 且 CC 都 是 投射 如 摸 , 从 而 证 明 C。 是 
多 的 投射 分 解 . 

(a) (8.1) 是 正 合 列 . 

对 = 0,1,2,.… 作 Abel 群 的 同 灾 

Sn :Cn 一 人 Cn+1 
(gor gn) (ego，…… ,gn) 

其 中 ee 安 是 群 的 单位 元 , 得 规 定 s-1 :ZZ -一 Co 为 5_1(1) = {e). 可 以 
验证 


leo, 一 nt13n 十 Sn 一 1Dn， Yn EE l, 
lo% 三 如 0 十 号 一 也， 
lz = £31; 
这 说 明 Abei 群 的 序列 (8.1) 的 恒 等 态 射 是 零 伦 的 , 从 而 (8.1) 是 正 合 列 . 
(b) Cs 是 自由 2Z[G] 神 , 从 而 是 接 射 G 模 ， 
实际 上 {(e,g,… ,gn) | gi < .… < gn)} 构成 了 G 模 CG, 的 基 
定义 8.2 平凡 G 模 名 的 投射 分 解 C, 二 (Cu ,Bi) 称 为 群 殷 的 标准 链 
复 形 . 
自由 G 模 CC 的 医 {(e,9… ,ga) |g <. < 9n} 被 称 为 齐 次 基 . 
如 果 令 


[91, 92,-…: ,nj 三 (€, 91 0192， ”181 gn), 
其 道 变换 为 


(gg go) = golgy T9197 qa, ,ngn). 
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显然 {[ 力 ,… ,gn 是 自由 局 模 Cs (n 之 1) 的 基 , 称 为 非 齐 次 基 . 特别 对 
Co, 令 [] = (e). 
边缘 算 子 在 非 齐 次 基 . 上 的 作用 形式 为 
加 [9 本 一 入 [2 gn] — [9192, 93;°-* , 9] 
+ [9 9293;94;°** 9 十 十 (一 1 [992ygni9gn] 
人 2 
dl91] = g[] —{] = (9 — WE), 
e[] = 1. 
” 现在 我 们 利用 标准 链 复 形 来 计算 群 的 同调 或 上 同调 寞 . 

例 8.2 证 明 (G,M) MATH， 

由 定义 , Ho(G, M) = (Cog@c M)/Im(8: 81). 已 知 Co = Z[G][] 
Z[G], 因此 Co @e M 宕 MM. 另 一 方面 Cl 有 一 个 G 基 {lgi] | gE G1, 所 
OBeM 时， Be M. 由 于 (dB)(n]®r) = (本 [六 )@z= 
(91 一 Dez= Her (gi 一 1)%, 所 以 Imf 坟 @1) 是 由 (mm 一 1)z 生成 的 
M 的 子 模 , 由 TM) 的 定义 知 In(8 8@ 1) = IT(M). 

为 了 计算 群 的 上 同调 , 用 函 子 Homc (一, M) 作用 于 正 合 询 (8.1) 后 
得 到 

0 一 Home (Oo, M) SB Home (C1, MY) SS... 
例 8.3 先 计算 
HG, M) = Ker@ = {f € Home (O00, M) | f8, = 0}. 

设 f([ 中 =z€ MM. 把 Ci 的 基 元 素 [o] 用 Jal 作用 可 得 0 = aulm] = 
天 (一 二 [= (人 一 1)z = gz 一 z, 也 就 是 说 对 所 有 的 9E G 有 gx 二 了 
即 f([) € MS. 另 一 方面 由 于 Co 兰 Z[G], 所 以 Homerco, az) < M, 这 
个 同 构 是 通过 映射 已 了 ( 门 ) 实现 的 , 在 这 个 同 构 之 下 Ker 所 同 构 于 并 
”的 子 模 2M4S. 所 以 我 们 有 

(GG,M) eate. 
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再 看 HG,M) = Ker 色 / Im 而 设 户 E Homefcy 邮 )， 如 时 
fie Ker 训 ; 则 f16s = 0. 从 而 对 任意 的 g1;92 5 人 有 0= 六 锯 [9 92] = 
fi(g1lga] — [oo + (917) = gi fi (lg2]) — f(g9192]) + fi([91])， 如 果 
FE Ima, 则 有 19 € Homnctco,az) 使 得 站 = 1091. 从 而 fi([g]) = 
fg9] = 人 一 7 = (8 一 1)z, 这 里 4 € 村 由 于 台 是 以 
{[9] | g EGG 为 基 的 自由 妇 模 , 因此 Homefca ai 兰 Hom(G, MM), 
注意 Hom(G, 2M) 是 集合 映射 的 集 . 以 上 计算 可 归纳 为 
HG,M)= {f:G -= M | fgg) = 91f (92) + f(g)} 
1{f:G 一 MM | 存在 某 个 x € 他 使 得 f(9) = (9 -Dzx}. 
特别 当 好 是 平 几 G 模 时 , 有 
HAG,M)= {ff :GG M| fg92) = fg) + f(g92))}-. 
同 桩 地 考察 H?(G, M) 可 以 得 到 
H°(G,M) ={f :G xG — M|mf(0,93) — fgg92, 93) 
+ flg1,9293) — fq, 92) = 0} 
1{f :GxG 一 > JM | 存在 某 个 上 映射 :GG 一} M， 
司 得 f(g1,g92) 一 全 下 gz) 一 htgig2) + hlg)}}. 
例 8.4 设 避 = {ea am an 二 6 是 一 个 循环 群 . 我 们 要 计 
算 吾 "(G, 邮 ). 不 过 这 里 不 使 用 标准 链 复 形 , 而 是 建立 一 种 特殊 的 投射 分 
解 
对 nm > 0 令 Co 二 ZIG] Bo =T=a-l 6 =N-etat 
… 十 an 1 不 难 验证 TN = NT = 0 Ker7 = ImN, KerN = Im9. 
再 令 
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可 得 e 卫 = 0 以 及 Kers = ImT. 这 样 就 有 一 个 正 合 列 : 


人 N 了 N T : 
Cont Cn Can i OO 0. 
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记 C” = Homg(Cn; 他 ) 兰 MM, 可 得 序列 
0 SD... om Bom 全 Can+l 一 


这 里 Ker = {x EM|Tr=0}= MS, KerN= {reM|Nzr= 
0} 蛙 yM. 这 样 就 有 
HYG, MY MSINM 
HH(G, M) ew MITHM 
特别 当 Mz = 多时, 有 
2n(G; 2 EZ /mE 
这 也 是 整体 维 数 等 于 无 穷 大 的 环 的 例子 . 
例 8.5 设 台 = to) 是 无 限 循 环 群 , 则 有 
HGM)EMS, HG,M) MI/(a -1m, 


H"(G,M) = 0， n= 2,3,-... 
为 证 明 .上 述 公式 , 作 平 几 G 模 名 的 投射 分 解 如 下 : 
0 = ZG)(a -1) 3 ZG] SZ 0, 
这 里 i 是 包含 映射 , sfaen) = 1, 从 而 Co = 2[G], G1 = 2Z[G](a 一 1), co = 
… 二 0. 立即 导出 H"(G,M) = 0 (n=2,3,.…). HO(G, M) Se MSE 
是 一 般 的 结论 . 现在 建立 同 构 
Cl 一 Homefca 对 ) — M 
万 -全 f(a 1) 
如 果 娘 < Ima5 则 存在 f° E Homae(G M) > M, 使 得 f1 = 六 1o) = /ai 


于 是 了 (4 一 1) = fr(a 一 1) = (ea-1D7o0), 这 就 证 明了 H1(G, MY) = 
Of Imis M/(a -1M. 


如 一 1 2 


说 明 8.1 既然 群 的 上 间 调 阵子 是 通过 Ext 阔 子 定义 的 , 自然 会 联想 到 与 群 
的 扩张 有 关 - 如 果 群 吾 青 一 个 Aba 正规 子 略 4 使 得 杞 /4 兰 C, 就 称 吾 是 
G 通 过 和 4 的 扩张 . 这 时 避 的 元 京 可 以 通过 内 自 竟 构 作 用 于 44 上, 使 得 4 成 
为 一 个 局 模 . 这 三 个 群 之 癌 有 一 个 短 正 合 列 关系 : 

lA EG 1. 
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类 似 于 烧 的 扩张 的 情形 , 如 果 两 个 扩张 作为 短 正 合 列 同 构 , 就 称 这 两 个 扩张 
同 构 ,可 以 证 明博 2(G,A) 的 元 素 与 避 通 过 和 4 的 扩张 的 癌 构 类 之 间 有 着 一 
一 对 应 的 关系 . 

和 群 的 上 同调 除了 在 数论 和 和 群 论 中 有 应 用 外 , 在 拓扑 中 也 有 应 用 . 设 拓扑 
变换 狼 G 作用 在 拓扑 空间 三 上 , 而 且 对 于 任意 的 点 zE 六 存在 开 邻 域 区 
使 得 对 任意 的 9 关 1E 马 有 97nag = 名 . 设 商 空间 为 GA\ 人 如果 大 
是 连通 的 , 并且 它 的 > 1 次 同调 群 都 等 于 人 则 对 于 Abel 群 4 有 同 构 
FnfGA ,4) 宇 8"(G, A), 这 里 且 被 看 作 平凡 G 模 这 个 结果 表明 当 
Y= 二 如 和 \ 站 时 , 可 把 G 看 成 Y 的 基本 群 , 六 着 成 Y 的 万 有 团 秋 空间 , 这 时 
Y 的 上 同调 可 以 由 一 的 基本 群 避 纯 代数 地 导出 . 


练 习 3-8 
8.1 证 明 例 8.3 中 吾 21G, M) 的 表达 式 . 
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层 是 一 个 比较 新 的 概念 , 1945 年 由 J. Leray(Jean Leray, 1906~1998, 
中 译名 勒 雷 ) 引入 , 又 经 过 再 Cartan 和 J.-P. Serre (Jean-Pierre Serre, 
1926~, 中 译名 塞 尔 ) 的 整理 , 1950 年 以 后 才 具 有 现在 的 形式 . 以 后 , 层 的 
概念 在 代数 几何 学 、 复 流 形 理论 和 偏 微分 方程 等 许多 领域 得 到 广 证 的 应 
用 , 确立 了 它 作 为 数学 研究 的 一 个 基础 对 象 的 地 位 . 层 的 理论 也 可 以 被 
看 作 Abel 范 时 理论 的 一 个 应 用 ， 层 的 上 同调 理论 在 层 论 中 起 闭 核 心 的 作 
用 . 因此 我 们 在 这 里 对 层 及 层 上 同调 的 基本 概念 作 一 个 介绍 . 
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设 针 是 一 个 了 定 的 拓扑 空间 , 我 们 把 汪 的 开 子 集 族 记 为 马 ( 怀 )， 把 
从 的 点 工 的 开 邻 域 全 体 记 为 风 z). 


定义 1.1 拓 提 安 间 XX 上 Abel 群 的 预 层 (presheaf) 多 由 以 下 两 个 要 
素 组 成 : 

(1) 对 任意 的 开 子 集 UU.E 已 (五 )， 定义 有 一 个 Abel 群 多 (0); 

(2) 对 任意 的 包含 关 亲 人 VC UU, 其 中 VU ED( 江 ), 定义 有 群 同 赤 映 
射 

pvu : FU) 一 FV), 

并 且 满 足下 列 公理 : 

(Pi SF (8) = {0); . 

(P2) pvr 是 恒 竺 映射 dg : PF (UD) 一 > 3F(0); 
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(P3) 若 WW EDIX), EWCVCU, 则 


Pw = PWwv © VU. 
记 为 FF = 二 (UD) | Ue OCX)), {ove [VV EU, U,V € OX))). 


奶 果 把 上 述 定 义 中 的 字 (U) 到 成 模 、 环 、 下 向 量 空间 等 , pvw 被 相 
应 地 取 成 模 同 窟 映射 、 环 同 态 耻 射 .大 线性 映射 等 , 就 称 .了 为 模 、 环 或 上 
向 量 空间 的 预 层 . 以 后 我 们 单 称 预 层 就 是 指 Abel 群 的 预 层 . 

例 1.1 零 预 层 (zero presheaf): 对 任意 的 UE (XO), 定义 了 (DV) = 
{0}. 

例 1.2 常 预 层 (constant presheaf ): 设 A4 是 一 个 Abel 群 , 对 任意 的 
多 关 UUE D(X), 定义 这 (DU) = 4, 对 @ 半 CU, 定义 pvv = 二 ida. 对 
于 空 集 名 , 则 令 (名 ) = 0, pgv = 0. 

例 1.3 连续 阔 数 的 预 层 : 对 任意 的 名 关 UE 凡 ( 半 ), 定义 客 ( 为 
U 上 全 体 实 值 连 续 函 数 所 成 的 轴 群 ,对 包 关 VU 定义 pvu( 有 ) 三 flv. 
这 里 的 € 客 (D). 此 外 , 令 客 (G) = 0 pgv = 0. 实际 上 这 也 可 被 看 成 
环 的 预 层 - 

例 1.4 全 纯 函 数 的 预 层 : 设 久 是 一 个 复 流 形 , 对 任意 的 名 关 UU € 
写 ( 了 Y), 定义 GAU) 为 到 上 全 纯 函 数 所 成 的 加 群 , 对 多 天 了 CU, 定义 
pvu(f) = flv, 这 里 的 fe GD). 此 外 , 令 C(O) = 0D, pgv =0. 这 也 可 
被 看 成 环 的 预 层 . 

例 1.5 设 n 是 一 个 非 负 整数 , 9 "( 中 是 BE 二 Ux xUtnt+1 个 
U 壮 色 的 直 积 空间 ) 上 的 实 值 钞 数 的 全 体 . 车 六 CU, fe 宛 "0), 
则 定义 pvo (有 = flvnri. 再 令 字 "(六 ) = 0, par 二 0. 这 祥 得 到 的 瑚 层 
称 为 由 态 lexander-Spanier 的 nn 维 上 链 作 成 的 预 层 , 简称 刀 次 点 . 5S. 预 屋 . 


对 于 拓扑 空间 关上 的 预 层 了 以 及 六 的 一 个 开 子 集 U, 了 (U0) 中 的 
-元素 3 € 了 (DV) 称 为 预 层 字 在 开 子 集 U 上 的 加 (section). 字 (D) 就 是 由 
U 上 的 加 所 构成 的 群 ， 全 空间 上 的 准 被 称 为 整体 租 (global section). 
我 们 往往 把 字 ( 丰 记 为 ID, 了 F). pvyv 也 被 称 为 限制 映射 (restriction). 
如 困 s € 字 (0), 常常 把 pvcfs) 记 为 引 lv- 
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说 明 1.1 当 我 们 谈 及 空间 关上 的 茶 个 函数 , 往往 是 指定 义 在 这 个 空间 的 
茶 个 开 子 集 U SC 羡 上 的 函数 . 例如 在 微 积分 里 , 一 个 实 范 数 f 通 常 基 定义 
在 某 个 区 间 (a, 丰 C 民 上 的 . 而 这 个 函数 的 性 质 又 往往 取决 于 这 个 函数 在 
每 个 点 的 邻近 的 性 质 : 例如 是 连续 的 (或 可 微分 的 、 详解 析 的 ) 都 取决 于 
了 在 每 个 点 了 & (a, 如 的 局 部 性 质 , 也 就 是 了 在 点 卫 的 某 个 邻 域 上 的 性 状 . 
因此 空间 X 上 的 一 个 预 层 或 (将 被 定义 的 ) 层 了 实际 上 就 是 有 具有 某 种 局 部 
性 质 的 阔 数 的 全 体 , 礼 (中) 就 是 在 世上 定义 的 此 类 函数 的 党 合 . 限制 映射 
就 是 对 函数 定 文 域 的 限制 . 把 六 看 成 某 种 形式 的 函数 对 于 理解 刹 户 或 层 是 
有 痊 的 ， 


现在 我 们 准备 定义 预 层 的 莹 . 对 于 天 内 的 一 个 点 z, z 的 开 邻 域 族 
(zx) 内 可 以 定义 一 个 偏 序 : 当 忌 2 和 时 规定 乙 < Y. =) 关于 这 个 偏 
岩 成 为 一 个 正 向 集 (参见 第 二 章 §2-6 的 定义 以 及 例 6.2). {F(D), pvvu} 
则 成 为 一 个 正 向 系 . 因此 可 得 到 以 下 的 定义 : 

定义 1.2 对 任意 交工 EE 及 , 称 正 极限 和 bel 群 

Fs= lim FV) 
Ueil(s} 
为 预 层 久 在 I 点 的 匡 (stalk). 
由 正极 限 的 定义 可 以 知道 , 对 于 任意 的 开 邻 域 U Ee aa) 存在 一 个 同 
态 映 射 
prt : FU) -一 Fy. 
且 对 于 zxEVCU 有 
praV OAVU = prU- 
对 于 一 个 淤 *e (VD), 记 pzvu(s) = sz, 称 s 为 F 的 罗 s 在 zx 点 的 芽 
(germ). 

根据 正极 限 的 构造， 对 于 9。 中 的 任意 一 个 芽 sz 总 可 以 找到 z 的 一 
个 开 邻 域 吕 以 及 了 (U0) 中 的 一 个 鸭 s 使 得 s。 = psvu(s). 我 们 可 以 用 这 
个 瓣 来 代表 芽 s。 参加 运算 . 又 若 st € 宅 (U7) 使 得 ss。 = 志 ， 则 必 有 存在 z 
的 一 个 开 邻 域 Y CU 使 得 sly = vy. 

”显然 对 于 st € FU) 我 们 有 
(#8+t)s = 37 + 加， 
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在 例 1.1 中 子 。 = 0, 例 1.2 中 他; = 4. 但 要 注意 不 要 把 例 1.3 中软 
se 宛 ( 门 在 z 点 的 芽 s 与 3 在 z 点 的 沙 数 慎 s(z) 混淆 : 3(x) 只 是 描写 
了 网 s 在 点 + 处 的 性 质 , 而 芽 3z 则 包含 了 5 在 zx 邻近 的 性 质 . 根据 第 二 章 
的 例 6.2、 例 1.4 中 的 了 F; 同 构 于 收敛 曙 级 数 的 加 群 C{z}, 而 全 纯 函 数 在 
Zz 的 了断 数值 则 吓 复数 全 休 区, 由 此 可 见 两 者 的 差别 . 


说 明 1.2 注意 在 预 层 或 层 的 定义 中 的 函数 {' 钴 ") 都 是 与 其 一 个 开 子 集 联 
系 在 一 起 的 . 单独 一 个 点 卫 的 “函数 值 "是 没有 意义 的 , 止 如 定义 在 一 个 抱 
让 点 上 的 全 纯 函 数 是 没有 意义 的 一 样 . 因此 在 也. 点 我 们 只 能 考 上 处 由 函数 的 
苇 所 攀 成 的 茎 . 例 1.4 是 函数 薄 的 最 形象 的 例子 函数 在 已 点 的 芽 不 仅仅 
包含 溺 数 在 这 个 点 上 的 信息 , 它 还 包含 了 范 数 在 这 个 点 的 一 个 无 穷 小 邻 域 
里 的 性 状 . 在 茎 的 定义 中 用 天 了 正极 限 , 看 起 来 很 抽象, 而 实际 含义 却 很 具 
体 : 只 要 两 个 六 在 某 个 充分 小 的 邻 域 里 相等 , 就 认为 它们 代表 同一 个 芽 , 因 
而 董 的 定义 反 过 米 也 给 抽象 的 正极 限 握 供 了 具体 实例 . 


设 罗 是 世上 的 预 层 , 则 可 能 有 这 样 的 淤 s E 到 (D) 这 个 瓣 不 等 于 
零 , 即 s 关 0, 但 对 于 每 一 个 点 x E 也 都 有 蓉 s。= 0. 也 就 是 说 从 局 部 来 
看 s 处 处 等 于 零 , 但 从 整体 来 看 s 又 不 等 于 零 , 这 样 的 多 s 称 为 局 部 零 着 . 
这 说 明 涛 层 的 辩 的 局 部 性 质 不 能 确定 它 的 整体 性 质 . 

例 1.6 考虑 例 1.5 的 nn 次 AA. 5. 预 层 . 设 n 寡 1. 对 UE DD{X), 定 
义 对 角 集 全 入 = {(z ze Untl |w EU}. 设 s€ 了 "(UD) 使 得 
5(zo,… ,Pn) 在 U"™t’ 中 入 的 某 个 开 邻 域 V 上 恒 等 于 等 . 显然 是 U .上 
的 局 部 零 鸭 ( 见 图 ). 


(人 人 一 了 
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局 部 零 淤 的 存在 会 带 来 很 多 不 便 , 使 得 两 个 局 部 处 处 相等 的 辩 在 整 
体 上 可 能 不 相等 , 这 违背 了 我 们 引进 预 层 概念 的 初衷 :我们 引进 这 个 概 
念 就 是 为 了 建立 起 函数 的 局 部 性 质 与 它 的 整体 性 质 之 间 的 关系 . 另 一 方 
面 我 们 还 希望 户 部 有 定义 的 函数 可 以 被 粘 合 成 更 大 范围 上 的 应 数 , 可 是 
这 个 性 质 也 没有 被 体现 在 预 层 的 定义 中 . 因而 有 必要 强化 预 层 的 定义 , 使 
得 局 部 整体 的 关系 能 得 到 充分 的 体现 , 这 就 导致 了 层 的 概念 ， 


定义 1.3 若 了 = ({F(U) | UeDA)), {pvv IV CUUV Ee 
D(X)) 是 关上 (Abel 群 ) 的 预 层 , 且 满 足以 下 公理 (31) 及 (5S2), 则 称 宁 
是 让 上 (Abel 群 ) 的 度 (sheaf): 

(S1) 对 于 任 冲 的 UE& 写 (X) 以 及 可 的 一 个 开 惟 盖 {Ui | i 了 ,如 
果 央 5sE 他 [ 妇 ) 对 于 所 有 的 iE 了 I 都 有 slg, = 二 0, 则 必 有 8 二 0; 

(S2) 对 于 任意 的 UE 加 (XX) 以 及 了 的 一 个 开 琢 盖 {Ui ie 了 ,如 
有 果 对 于 每 一 个 iE 了 均 有 一 个 办 si: E {Ui), 使得 对 一 切 的 i,i E 了 部 有 


本 mo 一 5;|U:nvy 
成 立 , 则 必 竺 在 一 个 狂 s E 多 (DU), 使 得 对 所 有 的 i EI 了 都 有 


s|u; = 8;. 


由 ($1) 立即 可 知 (S2) 中 的 s 是 唯一 的 . 

我 们 把 康 多 在 某 个 点 = 的 芝 仿 。 定 义 成 它 作为 巴 层 的 区 , 公理 (S1) 
也 可 等 价 地 表述 如 下 

(S1)' 对 于 任意 的 Ue 信 (X), 如 果 瓣 se F (中 关 于 所 有 的 z ED 
都 有 十 = = 0， 则 必 有 s 王 0. 

事实 上 , (S1y 沪 (S1) 是 显然 的 ， 反之 ， 设 (Sl1) 成 立 , 则 s。= 0 蕴 
含 存在 z 的 一 个 开 邻 域 U。C UU 使 得 s 与 0 限制 在 U。 上 基 相 等 的 , 即 
sj = 0. 这 样 就 可 得 到 如 的 一 个 开 覆 六 {Ui | z € rr)， 使 得 对 所 有 的 
z EU 有 slv, = 0. 根据 {S1) 就 可 得 到 s = 0. 

因此 当当 是 层 时 , 如 果 s,t € G(D) 满足 se。 = 志 对 所 有 zx EU 成 
立 , 则 必 有 s = 二 
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例 1.1、1.3 和 1.4 都 是 层 , 但 是 例 1.2 不 是 层 , 因为 它 不 满足 (S2). 我 
们 再 看 几 个 例 . 

例 1.7 若 六 是 微分 流 形 , 对 于 每 一 个 局 E D(X) 令 祈 (D0) 是 U 上 
可 第 函数 的 环 . pvv 就 是 函数 的 限制 喘 射 , 则 了 是 六 上 的 环 层 , 称 为 可 
微 函 数 层 . 

例 1.8 若 久 是 复 流 形 , 对 于 每 个 UE€ 分 {XX), 我 们 可 分 别 定 义 

GU) = U 上 全 纯 匡 数 环 ; 

(个 {U0) 二 U 上 无 零点 的 全 纯 函 数 的 群 ， 

夏 (U) = U 上 半 纯 函数 域 ; 

pvr 就 是 函数 的 限制 映射 , 则 芭 人、 在 部 是 和 上 的 层 . 

例 1.9 设 世 是 拓扑 空间 , 4 是 Abel 群 , 我 们 贱 子 4 以 离散 拓扑 . 对 
任意 的 避 e (X), 定义 YLD) 为 所 有 从 已 到 冯 内 的 连续 映射 的 群 . 则 
2 关于 通常 的 限制 映射 构成 一 个 层 , 称 为 全 上 以 离散 群 4 为 茎 的 常 层 
(constant sheof). 请 注意 若 U 是 连通 开 集 , 则 好 (Z) 兰 4, 车 U 是 具有 
开 连 通 分 支 的 开 集 , 则 .YY( 丰 是 一 些 4 的 直 积 , 直 积 分 量 以 U 的 连通 分 支 
作为 指标 集 . 以 后 将 看 到 , 这 个 屋 实 际 上 就 是 例 1.2 的 常 预 层 的 " 层 化 ”. 

说 明 1.3 我 们 已 经 在 说 明 1.1 中 指出 , 室 间 天 上 的 一 个 层 实际 上 就 是 

具有 某 种 局 部 性 质 的 函数 的 全 体 , 但 是 预 层 的 定义 还 不 足以 反映 这 个 特性 . 

首先 , 局 部 汐 瓣 的 存在 使 得 局 部 性 状 完全 与 整体 性 状 脱节 , 这 是 我 们 不 能 容 

亚 的 . 此 外 所 谓 具有 某 种 房 部 竹 质 的 函数 就 是 指 了 € (5) 当 且 仅 当 了 在 

加 的 每 个 点 卫 的 一 个 充分 小 的 邻 域 都 具有 这 种 局 部 性 质 . 这 样 的 函数 应 该 

是 可 以 被 "站 全 "的 , 即 当 f& 了 (四, g E 了 (V), 且 满 足 flunv = glvnv 

时 , 了 和 g 应 能 被 烙 合 成 一 个 定义 在 UUV 上 的 函数 . 居 的 公理 (S1} 和 (32) 

就 是 函数 应 满足 的 “ 精 合 条件 ”. 而 在 例 1.2 定 义 的 常 预 层 里 , 之 (U) = 二 委 基 

上 的 整体 常务 数 , 这 并 非 局 部 性 质 , 所 以 不 是 层 . 由 此 可 见 层 的 定义 实际 

上 就 是 具有 某 种 局 部 性 质 的 函数 类 的 概念 的 抽象 表述 . 


现在 再 来 考察 预 层 的 态 射 : 

定 光 1.4 车 节 和 多 是 疏 上 的 两 个 预 层 , 并 且 

(1) 对 任 评 一 个 UE DD( 下 ) 都 定义 有 和 bol 群 的 同 态 映射 
| opU :学 (一 全 FU). 
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(2) 这 些 同 态 是 与 限制 映射 相 容 的 , 即 对 于 任意 的 VUED(X), VC 
U, 下 图 可 记 接 : 
FU) - 


G(TU) 


FV) -一 -90Y) 
则 称 吧 二 {pv | ED( 下 )} 为 从 预 层 多 到 预 层 多 的 态 射 (rnorpiisrm)， 
也 记 为 
PIF. 
如 果 对 所 有 的 区 E 祷 { 半 ), pt 都 是 同 构 映射 , 则 称 y 是 同 构 (isomor- 
phism), 记 为 
| Pp: 
商 个 层 之 问 的 态 射 就 是 它们 作为 两 层 的 态 射 . 层 (或 预 层 ) 人 到 多 的 
所 有 态 射 的 集合 记 为 Hom{3, 多 ). 对 于 态 射 9, 粮 E Hom( 池 ,办 可 以 定 
义 它 们 之 和 史 十 荐 :多 一 多 为 (十 Dv(s) = pu(s) 二 vu(s). 因而 
Hom( 沪 , 急 是 Abel 群 , 其 零 元 就 是 零 态 射 
拓扑 空间 怀 上 的 Abel 群 巴 层 的 全 体 关 于 预 层 的 态 射 构成 了 世上 的 
Abel 群 预 层 的 范畴 第 名 愉 ). 类 似 地 , 拓 插 空间 瑟 上 的 Abel 群 层 的 全 
体 关 于 层 的 态 射 构成 了 五 上 的 Abel 群 层 的 范畴 人 Dh( 基 )， 由 于 Abel 群 
的 范畴 有 零 对 象 , Abel 群 ( 预 ) 层 的 范畴 也 有 和 零 对 人 象 . 同样 可 以 得 到 忆 上 
环 、 模 或 向 量 空 间 ( 源 ) 层 的 范畴 | 


对 于 s E 8(U), 在 不 会 引起 泥 清 的 场合 可 把 pv{s) 简 记 为 p(s). 

设 y :一 多 是 巴 层 的 态 射 ; 则 对 任意 的 z E 浪 以 及 芽 z &€ 宁 。， 
必 存 在 = 的 开 邻 域 及 辩 se F(U), 使 z 一 ss. 如 果 又 有 开 邻 域 V 以 
及 ES( 人 使 := 加 则 必 存 在 WC UNV 使 得 slw = tjw. 根据 
态 射 的 定义 , 我 们 有 pv ls)lw = pw (iw) = pwtlt|w) = pvtt)lw, 从 
而 wo(s)。 = wv 的 =- 这样 我 们 就 可 以 定义 一 个 从 邯 Fs 到 9 的 映射 
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sz 中 p(s)z, 把 这 个 映射 记 为 pa : 了 = 一 3;; 称 为 史 在 补 点 的 芽 . 显然 
Pz (sx) 二 p(s)x, 并 且 pz 是 Abel 群 的 同 态 . 
我 们 将 会 看 到 态 射 的 芽 w* 在 相当 大 的 程度 上 反映 了 层 态 射 如 的 性 
质 , 但 对 预 层 却 并 非 如 此 . 以 下 命题 就 是 其 中 之 一 . 
命题 1.1 设 p :让 一 守 是 拓 盾 空间 六 上 的 层 态 射 , 则 只是 同 板 的 
充 村 条 件 是 对 所 有 的 了 E 天 , 态 射 的 芽 is : 了 。 一 区 都 是 同 构 映射 . 


证 明 : (全 ) 是 显然 的 . 
(< 所) 为 证 wp 是 同 构 , 只 需 证 明 对 于 任意 的 开 子 集 U € D(X) 
py: FU) + SD) 

是 同 构 映射 即 可 . 首先 我 们 证 py 是 单 射 . 设 s E (四 ) 使 pu(s) = 0. 
因此 对 每 个 2 EU, pul(s) 在 x 点 的 芽 prfa。 二 0. 由 wz 的 定义 可 知 
Pz (ss) 二 pu(s)z = 0. 从 wpz 的 单 射 性 可 导出 ss = 0 对 所 有 的 ze 区 成 
立 . 由 于 多 是 层 , 据 等 价 性 质 (S1)' 可 得 s = 0. 所 以 pv 是 单 射 . 

再 证 pu 是 满 射 . 假定 有 t E Z(V), 对于 每 个 rz E U, ts E 9 是 
it 在 z 点 的 芽 . 由 pz 的 满 射 性 可 知 必 存 在 z € 了 ,使 ps(z) = ts. 于 
是 存在 > 点 的 开 邻 域 U CG 可 及 st e (5 使 sf =z. 但 到 = 
pnfs5)) = pv (st))o, 把 适当 缩小 后 , 我 们 不 妨 设 wo (s(5)) = to . 
这 样 就 得 到 了 了 的 一 个 开 覆 盖 {Zs | z EU), 并 对 每 一 个 z EU 都 有 一 
个 se) e 了 (Us). 为 了 利用 公理 (S2), 我 们 再 设 *, y 是 区 的 两 个 点 , 则 
slo.no, 及 s 中 |o.nv, 是 宛 (Dm 芒 ) 的 两 个 手 , 它们 在 prne 之 下 都 
被 映 戌 tv.ny,. 由 刚才 证 明 的 史 的 单 射 性 可 得 sz no = suno ， 
再 利用 公理 (S2) 就 可 知道 必 存 在 一 个 € F(U), 使 得 对 所 有 的 ze 区 
莉 有 sjz = 3 但 worfsjm = pu, slp,) = et fs = ty., 
(wu(s) 一 人 |v。 = 0, 根据 (S1) 就 可 得 到 pu(s) = 二 口 


我 们 也 可 以 用 范畴 论 的 观点 来 定义 预 层 : 设 写 pen(X) 是 的 开 子 
集 族 构成 的 范畴 (参见 第 二 章 的 练习 1.2), 则 关上 的 Abel 稚 的 预 屋 可 以 
定义 为 共 范 畴 局 pen( 天 ) 到 Abel 群 范畴 &6 内 的 一 个 反 变 函 子 了 .如果 
把 Abei 群 的 范畴 换 成 蜀 的 范畴 , 例如 环 的 范畴 、 集 合 的 范畴 ,向 量 空 间 
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的 范畴 等 就 可 以 定义 大 上 取 值 在 其 他 范畴 里 的 预 层 . 对 于 VC UV, 限制 
映射 vu = (ivo), 而 巴 层 间 的 态 射 p : 9 一 多 就 是 函 子 间 的 态 射 
( 即 自然 变换 ). 

对 于 一 个 预 记 多 , 设 U € 局 (于 ) 我 们 可 以 定义 

(VU) = {= I[[ 3 | 请 条 件 四 和 四 ) 

zxEU 

其 中 的 条 件 为 : 

(a) 对 每 个 ze 吕 都 有 sfz) € 3。; 

(b) 对 每 个 ze 品 都 存在 z 的 开 邻 域 作 E 世 以 及 准 上 E 他 (全 ), 使 
得 对 所 有 的 # 乓 有 ay]) = 二 

玉 (D) 关于 灾 。 的 加 法 所 诱导 的 运算 成 为 一 个 Abel 群 , 再 把 限制 映 
射 定义 为 通常 映射 的 限制 , 就 使 钙 成 为 -一 个 预 层 . 我 们 现在 要 研究 全 的 
性 质 

对 于 7 一 个 兴 fe 9 (0)， 可 以 定义 一 个 映射 s: 一 [Fs 为 
s(y) = 心 . 显然 se 他 (U). 这 样 就 定义 了 预 层 间 的 态 射 5 : 一 全 

命题 1.2 对 每 一 个 x EX, Cy : Fo 一 ?他 5 是 Abel 群 的 同 构 . 


证 明 : 设 t E 多 (Z) 使 得 6x{t:) = 0, 也 就 是 说 存在 一 个 开 邻 域 
EW C 0 满足 t(D)|w 三 0, 也 即 革 wm 一 0. 从 而 如 兰 0, 这 证 明了 总 
坚 单 射 , kz 的 满 射 性 可 由 性 质 {b 推出 口 


命题 1.3 他 是 一 个 层 ,而 且 当 人 是 层 时 ,( : F -一 } 六 是 层 的 同 相 . 


证 明 : 根据 命题 1.2 我 们 可 以 把 全 等 同 于 空 *， 从 而 有 ss = s(x). 
再 利用 映射 的 性 质 立即 可 以 看 出 全 满足 (S1)'. 公理 (S2) 也 不 难 从 拿 (D) 
的 定义 推 得 . 因此 多 是 个 层 . 再 次 应 用 命题 1.2 以 及 1.1 就 可 知道 5 是 同 
构 ， 口 | 

我 们 把 层 全 称 为 与 预 层 多 相伴 的 层 . 

设 p : 多 一 多 是 预 层 的 态 射 , 对 于 任意 的 。e 他 (U), 令 Bu(s)(z) 
= pa(s(z)), 就 得 到 一 个 映射 Bu (8) : 一， [1 Bs， 这 个 映射 显然 
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满足 性 质 (4)， 由 于 对 每 一 个 + EU 都 存在 z 的 开 邻 域 太 CE 区 以 政 
押 t € (WD), 使 得 对 所 有 的 ye 玉 有 s(y) = 二， 因此 Buls)(y) = 
py(s(9)) 二 (pw 的 jw 其 中 pw() eZ(WV). 这 说 明 Bw(s) < 区 (0). 所 
以 5: 他 一 交 是 层 的 态 射 , 并 且 使 得 下 图 可 交换 : 


C7 


人 一 一 -多 
命题 1.4 若 多 是 层 , 唱 看 在 同 构 上 映射 
h: Hom(F, 弛 一 > Hom($. 地 ), 
定义 为 h(p) = tz! oF. 


证 明 : 由 命 顾 1.3 知道 (sz 是 同 构 . 此 时 对 任意 的 态 射 n: 守 一 } 多 
都 可 给 出 p 二 70C9gE Hom(, 名), 所 以 六 = 《21 0 =h(p). 此 外 , 车 
P=0, 则 w=0. 品 


如 果 我 们 把 关上 Abel 群 预 层 的 范畴 记 为 中 6b(X), 把 上 Abel 群 
层 的 范畴 记 为 Gh(X). 从 Gb(X) 到 第 Gh( 苹 ) 的 一 个 共 变 函 于 呈 把 一 个 
改 看 成 一 个 巴 层 , 把 层 态 射 看 成 锯 层 态 射 . 我 们 还 可 以 定义 从 第 GD(X) 
到 Sb(X) 的 层 化 函 子 , 它 把 预 层 了 映 到 与 它 相伴 的 层 侈 , 把 预 层 态 射 p 
喘 到 层 态 射 5. 从 命题 1.4 即 可 看 出 , 晨 化 函 子 (-) 是 还 子 忆 的 左 伴随 函 
子 (参见 第 二 章 的 82-4): 

Hommpeo ($F, PZ) — Homes(F, $). 

由 左 伴 随 函 子 的 唯一 性 可 知 与 一 个 预 导 相伴 的 居 是 唯一 的 . 

说 明 1.4 层 化 史 (C) 中 的 瓣 都 是 世上 的 函数 . 对 于 函数 而 言 , 公理 (S1) 是 


平凡 的 . 条 件 (b) 保证 了 字 的 芽 都 是 字 的 芽 . 层 化 字 的 实质 就 是 把 一 个 
预 层 F 改造 成 一 个 具有 局 部 性 质 的 函数 类 . 
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练 习 4-1 

1.1 设 廊 二 {PP, 介 } 是 由 两 个 点 构成 的 离散 拓扑 空间 , 4 = 加. 试 对 于 的 
所 有 开 子 集 刀 分 别 写 出 常 预 层 Z 以 及 常 层 多 的 手 群 (D) 与 吕 ( 太 )- 

1.2 设 开 是 一 个 拓扑 室 间 , W 是 革 内 一 个 取 定 的 开 子 集 . 轧 是 带 有 离散 所 
扑 的 Abei 群 . 对 于 UE D(X), 当 U GC WW 时 规定 了 (0) 为 从 如 到 和 内 的 连续 
映射 的 群 , 当 如 区 仿 时 今 了 (DT) = 由 证 明 这 样 定义 的 子 关 于 映射 的 限制 构成 
一 个 层 . 

1.3 设 半 是 一 个 拓扑 空间 , 已 是 天 中 的 一 个 点 , 和 4 是 一 个 Abel 群 . 对 于 六 


的 开 子 集 U, 规定 
g( = { 太 ， 车 PeU, 
0， 车 PgU. 
试 求 世 中 各 个 点 的 莹 ( 眼 据 点 是否 导 于 闭 包 { 分 两 种 情形 讨论 ). 这 样 的 庆 
称 为 廉 天 楼 舟 . 
1.4 设 字 是 一 个 层 , 所 s E 郊 (P] 的 支撑 集 定义 为 : 
Supps = {rz EU | ss #0}. 
证 明 Supp 3 必定 是 的 闭 集 , 而 且 对 s,t € (0) 有 下 列 性 质 : 
(1) Supptls +t) CC SuppsU Suppi; 
(2) 车 VC U, 则 有 Supplpvu{s)) 一 VSupp a; 
(3) 对 于 态 射 p : 8 一? 2 Supptpu (3)) GC Supp s. 
类 似 地 可 定义 呈 的 支撑 集 为 
SuppF = {re XI Fz #0. 
利用 练习 12 说 明 Supp 多 不 一 定 是 闭 集 , 
t.5 设 了 是 拓扑 空间 支 的 开 子 集 ， 实 是 关上 的 一 个 两 层 ， 对 于 五 的 
一 个 开 覆 盖 {Un}), 其 中 Ba CU, 把 限制 映射 记 为 pa : 了 (U0) 一 了 (Uo) 
ppe :SlU} — FU N Ue). 令 


r= {po} :FO 3 EF Us) 


以 及 
r:T[?F(U) — [FU nN vs), 
. up 
六 [Fo — [TIF nN Us), 
ox mh 


使 得 x 和 *w* 分 别 满 是 以 下 等 式 : 
prap of ~ pga © Pro, 
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Prag Of” = pag 0 pra, 
其 中 
prag : 开关 (Ba N Us) 一 FU N Us), 
bi 
Pre :1[7 (ue) 一 全 学 (Co) 
是 投影 态 射 . 则 层 的 公理 (S1)、(S2) 相当 于 对 任意 的 开 子 集 林 以 及 如 的 一 个 开 
屠 盖 {Uo}), 下 图 正 合 : 


了 


0 I YU nN vs) 


Tr” og 


FV) -一 ~- 亲 (ou) 


也 就 是 说 : 态 射 + 是 态 射 对 {r',r") 的 差 核 . 
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定义 2.1 设防 和 区 是 拓扑 空间 六 上 的 预 层 , 如 果 对 所 有 的 UE 
D(X)，B(D) 都 是 (DU) 的 于 群 ， 并 且 对 开 子 入 对 WC UU 有 pz = 
PYU| gw) 即 下 图 可 交 摘 : 
GU) oo FD) 


名 
pvy pe 


FV) oo FW) 
则 称 儿 有 是 多 的 子 预 层 (subpresheaf). 当 多 是 层 时 , 称 甸 是 了 8 的 子 层 
(subsheaf). 


显然 此 时 对 任意 的 zEX 有 安 C 


例 2.1 例 1.2 的 常 预 层 当 取 了 4 = 到 时 是 例 1.3 的 连续 函数 预 层 的 子 
预 层 . 而 人 重 1.3 又 是 例 1.5 的 0 次 AA. S. 预计 的 子 预 层 . 同样, 例 1.9 的 常 
层 当 取 4 = 下 针 是 例 1.3 的 连续 函数 层 的 子 屋 . 
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定 久 2.2 设 上 :了 一} 多 是 预 层 的 态 射 , 则 的 核 层 代 erp 是 的 
子 预 层 , 定义 为 (Kerp)(D) = Ker pu, 这 里 UED(X). 当当 和 作者 是 
屋 时 ，Kerp 也 是 一 个 层 . 
事实 上 当 凶 和 多 都 是 层 时 , Ker wp 显然 满足 公理 (S1). 又 若 {Ui | iE€ 
是 UE D(X) 的 开 覆 盖 , 5; € (Keryp)(Ui) = Ker pv;, 使 得 对 任意 
的 训 j， 有 silvuinv; = sj|uing;, 则 存在 s € F(U), 使 sju; = 5:， 但 
pvuls)|e, = pu,(slv) = Pols) = 0, A 而 pu(s) = 0, 3 € Ker pr = 
(Ker p}{U). 于 是 (S2) 也 成 立 . 
我 们 还 可 以 验证 对 于 任意 的 z 和 大, 有 (Ker p)s = Ker py. 


定义 2.3 设 p :多 一 多 是 预 层 的 态 射 , 则 p 的 象 预 层 preimyp 是 
多 的 子 预 层 , 定名 为 (preimp)(U) = Imwpv 这 里 UE DD( 六 ). 当 多 是 层 
时 , 把 preimwp 后 化 后 可 以 得 到 实 的 一 个 子 层 Im yp, 浆 为 加 的 象 层 . 

请 注意 , 即使 8 和 多 都 是 层 , preim wp 也 不 一 定 是 其 . 因此 (Im yw)( 吕 ) 
与 Im wv 不 一 定 相 同 . 但 对 于 每 一 个 点 x & 基 却 一 定 有 


(Im p)s = Im pr = {preim p)s. 
定义 2.4 设 p :了 一 罗 是 层 的 坊 射 . 若 Kerw 二 0, 则 称 p 是 单 态 
射 . 若 Imw = 8 虽 称 wp 是 满 态 射 ， 
由 定义 可 知 , 是 单 态 射 当 且 仅 当 对 所 有 的 UV € 凡 (X), pv 是 单 射 ， 
当 且 仅 当 对 所 有 的 z E 苹 , 六 。 : 多 s。 一 } 8。 为 单 射 . 类 似 地 , p 是 满 态 射 
当 且 仅 当 对 所 有 的 > E 区 , ps 为 满 射 . 但 是 pv : 实 (0) 一 》 ZB(UV) 却 不 
一 定 是 满 射 (参见 下 面 的 例 2.2). 另外 根据 命题 1.1, 如 果 p 既是 单 态 射 
又 是 满 态 射 , 则 它 一 定 是 同 构 . 
。 例 2.2 设 X={ze Cllz|= 直 =51. 对 于 UV ED(X) 定 义 
3(0) = {2:U 一 ”Cs 是 连续 画 数 }， 
(0) = fs :UV 一 C' | s 是 连续 画 数 )}， 
关于 通常 的 限制 映射 , F 和 多 都 是 关上 的 Abel 群 层 . 不 过 孚 (PT) 是 加 
法 群 , 多 (0) 是 彝 法 群 . 因此 尽管 罗 (V) C 多 (D0) 对 所 有 UE€ D(X) 成立， 
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但 有 不 是 也 的 子 雇 . 我 们 定义 
Pu FO oo GD) 
号 oo exp os 

不 难关 出 ww : F 一 多 是 层 的 态 射 . 对 任意 的 z € 天 车 t € 多 ,， 
t € VO), UE (2), 必要 时 缩小 U, 总 可 使 得 整个 象 集 4C) 落 在 对 数 
函数 的 某 个 单 值 区 域内 .对 2 E U, 定义 复数 值 函 数 sw) = int{ww), 则 
PUu(5) 二 所 从 而 ps(sz)] = t-. 这 说 明 pz : 多 :一 3》 多 ,是 满 射 , 因此 yp 也 
是 满 射 , Im sp = 多 

但 当世 = 大 = S51 时, 定 文 二 :是 一 C* 为 tu) = uu. 显然 
tE G(X), 可 是 tg Im wpx. 这 表明 

(Im yp)(X) = S$(X) #1Impx = (preim p)(X). 

另 一 方面 , 对 任意 的 UE 六 D(X)， 

(Ker yp)}{U) = Kerypu = {s:U 一》 加 .2ri| 3 是 连续 琢 数 } . 
显然 Kerw 是 常 层 . 

说 明 2.1 从 例 2.2 可 以 看 到 , 造成 (Im gp)(X) 了 (preim wp) (XX} 的 原因 是 有 

的 整体 函数 局 部 都 有 珠 象 ， 可 是 这 些 局 部 原 象 函数 却 无 法 粘 合 成 一 个 整体 

函数 , 于 是 这 个 整体 冰 数 我 不 到 整体 的 原 象 函数 . 也 就 是 说 其 中 存在 有 从 

启 部 到 整体 诗 渡 的 障碍 . 这 个 障碍 可 以 利用 层 的 上 同调 理论 来 刻画 . 

我 们 知道 群 的 间 态 象 与 它 的 坎 群 有 密切 的 关系 ， 因 此 层 的 商户 也 
与 态 射 的 象 层 有 密切 的 关系 ， 设 多 是 预 层 了 的 子 预 层 ， 则 可 定义 一 
个 预 层 党 为 : 对 UE 加 (X), 邻居 (U) = (DU)/9(U)， 对 开 子 集 
Y S VU, 限制 映射 Bywy : 党 (VU) 一 玉 (Y) 定义 为 由 多 的 限制 映射 
PVU :了 F(0) 一 信 (WV) 所 诱导 的 贞 射 , 则 称 党 为 隐 关 于 多 的 商 预 层 ， 
记 为 了 /多 . 

即使 多 和 多 都 是 层 , 施 / 宅 也 不 必 是 层 , 辟 如 在 例 2.2 中 , 层 了 关 
于 Kerw 的 商 预 层 多 // Kerwe = preim o 不 是 一 个 层 . 

定义 3.5 落 加 是 层 字 的 子 层 , 则 称 与 商 颜 层 儿 J/ 加 相伴 的 层 为 字 
关于 罗 的 商 层 , 记 为 史 / 多. 

显然 有 他/ Kerwe 兰 Imw, 并 且 对 任意 的 x E 大, 有 (F/G), 
EE 
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类 伺 地 可 以 定义 层 态 射 吕 : F 一 = 多 的 余 核 层 为 商 层 /Im 让 
为 Coker 只 . 

定 尖 2.6 设 {了 ;| i ET 了 是 一 族 六 bel 群 技 , 则 预 层 

(ee UE 200) ; {I voulv EU U eo00]) 

iEJ 了 | 

是 一 个 层 , 并 且 有 自 热 上 bel 群 后 结构 , 被 称 为 Ahbel 群 技 旋 {这 ;]} 的 直 积 
月, 记 为 LH Fi. | 

显然 对 UU < 号 (人 有 


(I a (0 = [FU) 


iE1 iE 了 


而 且 
Pri : II Fi Fj 
iEIT 

是 层 的 满 帮 射 .对 任意 的 > e 大 我 们 有 典范 里 射 ( 世祖;】 一 ， 了 了 2， 
这 是 单 射 , 但 一 般 不 是 满 射 , 除非 了 是 有 限 集 " 

不 难 验 证 直 积 层 是 Abel 群 层 范 畴 里 的 积 , 即 它 满足 积 的 普遍 性 质 
(参见 第 二 章 的 定名 3.1), 并 有 以 下 公式 : 

Hom. (4 II a = [HomtA&, 了 小 
. iET 1E 了 
定义 2.7 设 {全 1iC IT} 是 一 族 Abel 群 层 , 我们 把 预 层 


(es>ow Ve 900), {Doi VEUVU sooo 朋 


iE iEJT 


相伴 的 戎 记 为 时 分 1, 称 为 Abel 群 质 族 { 了 i]} 的 直 和 层 ， 
吉 和 层 是 Abel 群 层 范 哮 里 的 余 积 它 有 以 下 的 普 谢 性 质 : 


. Hom (B54)- [] Hom($:;,.A). 


1 了 


直 和 导电 用 i 是 直 积 层 UF: 的 子 层 . (si)ier E (@ 7,) {D0) 当 
且 仅 当 对 任何 充分 小 的 开 集 WV CU, 非 零 的 sjv 的 个 数 有 限 . 因此 当 了 
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是 有 限 集 时 , 直 积 层 与 直 和 层 的 概念 是 一 致 的 . 
命题 2.1 对 任 井 的 zE 号 ,有 


(四 zj) = DBF... 


zE 了 1 让 


证 明 : 因为 预 层 的 莹 和 与 它 煌 伴 的 层 的 茎 相同 ， 口 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 Abel 群 层 的 范畴 满足 第 二 章 定 义 53 的 5 条 
公理 , 因而 是 一 个 Abel 范畴 其实 只 要 我 们 对 Abel 群 层 稍 加 观察 就 可 
以 发 现 , 层 就 是 由 许 许多 多 Abal 群 组 合 而 成 的 ， 由 于 Abel 群 的 范畴 是 
Abel 范 畏 , 因此 Abel 群 户 的 范畴 也 是 Abel 范畴 . 类 似 地 , 模 层 的 范 团 也 
是 Abel 范 畸 . 这 样 就 有 可 能 在 层 的 范 畦 于 建立 同调 或 上 同调 的 理论 ， 

在 一 般 的 Abel 范畴 里 已 经 定义 了 正 合 列 的 积 念 . 也 就 是 说 , 如 果 有 有 
层 态 射 的 一 个 序列 : 

Fi FF (2.1) 

使 得 对 每 个 ;都 有 Im pi1 = Ker pi; 成 立 , 则 称 (2.1) 为 层 的 正 合 列 


命题 2.2 设 有 层 的 序列 {2.1),， 则 要 使 (2.1) 为 正 合 列 的 充 要 条件 是 
对 每 个 作 EE 大， 以 下 序列 都 是 正 合 列 : 


Pilx i 
Tis Fi CF Tis 


证 明 : 因为 对 层 的 任意 一 个 态 射 p» : 一》 多 有 (Kerwp), = 
Kerwz 以 及 (Imp)。 = Im ys， 由 命题 1.1 可 知 Im pi 1 = Ker wp 当 
且 仅 当 (Im gi_1)。 = (Kerypi)s 对 所 有 的 ze 三 成 立 而 后 者 又 等 价 于 
Im gil = Ker pss 对 所 有 的 x E 开 成 立 . 命题 得 证 ， 口 

推论 2.3 设 p: 一) 2 是 层 的 态 射 , 则 : 

(1) 史 为 单 态 射 会昌 -多 下) 史 是 正 会 列 ; 

(2) 罗 为 满 态 射 怠 宁 如 罗 一 0 是 正 会 列 ， 口 


命题 2.4 如 条 对 所 有 的 i eT 者 有 正 会 列 
0 Fi } NW; — 0, 
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那么 
0 一 全 :一 从 务 一 碟 入 一 0 
iEI iE 1E 了 
也 是 正 合 列 . 

证 明 : 对 任意 的 x € 关 取 它们 的 世 , 仍 可 得 到 Abei 群 的 正 合 列 , 再 
根据 命题 2.1 与 2.2, 就 可 得 到 层 序列 的 正 合 性 ， 口 

设 UE€ 仿 (X) 是 任意 的 开 子 集 , 则 I(U, -) 是 从 和 上 Abel 群 层 范 
及 到 Abet 群 范畴 内 的 共 变 函 子 , 它 把 一 个 Abel 群 层 中 映 到 辩 的 Abel 
群 T(D 字 ) = 囊 ( 四 ,而 层 态 射 p : 多 一 多 则 对 应 到 TI(U, gp) = pv : 
T(U, FY) 一 了 (DU, 劳 ， 类 似 地 ,对 > E 三 ({-)z= 也 是 从 天 上 AAbel 
群 层 的 范畴 到 Abel 群 范畴 内 的 共 变 函 子 , 它 把 多 对 应 到 8 。, 把 态 射 
p :8 一 多 对 应 到 ps :FF -5o 

由 命题 2.2 可 知 , {一}z 是 正 合 函 子 , 但 (DU, 一 ) 不 是 正 合 函 子 , 而 只 
是 左 正 合 函 子 ( 命 题 2.5). 

命题 2.5 如 果 层 的 序列 

0 一 合生 罗马 儿 
是 正 合 的 , 则 对 任意 前 可 EE 加 {( 久 ), 以 下 的 皮 列 : 
OFTU, FS TU, HP LS TU, HW) 
志 正 会 , 即 [(U, 一 ) 是 在 正 合 夯 于 . 

证 明 : 由 层 的 正人 台 列 的 定 文 , 可 得 Ker8 = 0, Im9 = Kerw. 于 是 
Kergr = (Kerbj(U) = 0, 因而 9u 是 单 射 . 9 诱导 了 从 预 层 9 到 预 
层 preim8 上 的 同 构 ， 因 了 是 层 , 故 preimD = Im8 = Kerw. 所 以 
Im Br = (preim 0){U) = (Ker p}(U) = Kerpu. 口 

但 是 例 2.2 中 给 出 了 一 个 正 合 列 : 

. 0 一 Kerg—}F Ly 9- 0， 
用 整体 准星 子 I(X, 一 ) 作用 后 得 到 的 Abel 群 序列 : 
D -一 { 攻 er 四) 一 人 多 (三 ) 一 区 (不 ) 一 0 
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在 右 端 不 正 合 . 这 说 明 T(V, 一 ) 不 是 正 合 丽 子 ， 
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定义 3.1 设 f: 尝 一 六 是 拓 牛 空间 的 连续 映射 , 多 是 天 上 的 基 ， 
则 对 每 个 开 子 集 U CY 可 以 定义 多 (0) = 区 (f-1(0)), 且 对 任意 的 开 子 
全 VW CU 定义 限制 映射 p¥0 : (D0) 一 8(Y) 为 
pbv = pvy p10) : FFD) 一 FN. 
则 ({ 2(D)), {fp¥w]) 定义 了 Y 上 一 个 层 , 称 为 了 在 f 下 的 正 象 层 (direct 
image), 记 为 fr. 


设 e :了 一? 多 是 和 上 的 层 术 射 , 当 品 到 遍 Y 的 开 集 时 , 同 态 映射 
Pr ZU (CD) 一 3B(4710)) 与 限制 映射 是 相 容 的 . 这样 就 定 
文 了 层 态 射 产 P : 户 字 一 ? 六 了 车 风 :有 一 廊 也 是 基 上 的 层 态 射 
则 下 098) = 玉 和 op. 所 以 六 (-) 是 从 区 上 层 的 范畴 到 妆 上 层 的 范 
睹 内 的 共 变 函 子 , 而 且 是 诺 正 合 疯子 . 

设 9:Y 一 + 2 是 拓扑 空间 的 连续 映射 . 不 难 验 证 

to f)r = 9% of. 

对 任意 的 点 zE 苹 , 设 (f(z)) 是 条 扑 空 间 Y 内 点 f(z) 的 开 邻 域 族 ， 

则 
{pari : FFU — FU Ee UF(z))} 
关于 限制 映射 构成 一 个 正 向 系 . 取 正 极限 后 可 以 得 到 同 态 映射 


= lm perrato: (fr Fs) 一 Fs. 
UEU{ fs)) 


一 般 说 来 fs 既 非 单 射 , 亦 非 满 射 . 但 若是 从 半 到 六 的 子 空间 f(xX) 上 
的 同 肚 映 射 时 或 了 是 了 的 子 集 政 到 了 Y 内 的 包含 映射 时 户 是 间 构 映射 . 

产 有 以 下 的 函 子 性 质 : 设 g : 一 2 是 拓扑 空间 的 连续 映射 , 则 对 
任意 的 点 立 生 大 有 (go 让。= 大 9 gffa)- 
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说 明 3,1 观察 映射 了 的 两 种 极端 情形 : 如 果 工 是 只 售 一 个 点 的 拓扑 空间 ， 
则 了 : X 一 了 为 常 值 映射 . 此 时 下 了 实际 上 就 是 整体 着 群 TX, 了 ) 因 
此 正 象 屋子 f.( 一 ) 可 以 大 成 是 整体 办 画 子 T(X, 一) 的 推广 (或 相对 化 让 
这 两 个 函 子 都 是 左 正 合 的 , 也 是 这 种 联系 的 反映 . 如 果 于是 一 个 单 射 (或 联 
入 跑 射 ), 那么 正 象 层 函 子 可 以 看 成 是 子 空间 上 的 层 到 包含 空间 内 的 嵌入 . 


定义 3.2 设 f: 革 一 少 了 是 丘 牛 空 间 的 连续 映 英 , 多 是 了 上 的 层 ， 
则 对 每 个 开 于 集 C 污 定 义 
(Pf WO = ly AN), 


一 下 
VE) 
VEDEY) 


则 {(Pf-! 久 )(D)} 甘于 典范 的 限制 映射 柏 成 了 一 个 预 野 , 与 Pf ! 宅 柱 
伴 的 层 称 为 史前 道 象 层 (inverse image), 记 为 了 工区 

从 道 象 层 的 定义 不 难看 出 对 任意 的 点 和 从 ， 

(fF! 图 )]。 三 (PF Fz 衬 Fp) 

设 p :有 一 多 是 Y 上 的 层 态 射 . 取 正 极限 后 , p 诱导 了 预 层 态 
射 Pf (p) : Pf-lF -一 P11! Y. 屋 化 后 可 以 得 到 层 态 射 广 1o = 
Pf-i(p) :1-1F 一 18. 车 贡 : 罗 一 和 也 是 了 上 的 层 态 射 , 则 
tog) = 广 翅 eg. 所 以 f-!( 一 ) 是 从 了 上 层 的 范畴 到 X 上 层 
的 范畴 的 共 变 孙子 . 

设 g:Y 一 Z 是 拓扑 空间 的 连续 映射 , 光 是 和 上 的 层 . 不 难 验证 


(go 月 -= 六 :eg 
练 习 42 


3.,1 证 明正 象 层 函 子 是 左 正 售 的 . 
3.2 没 万 是 Y 的 子 集 , 了: 光一 了 Y 是 包含 映射 , 守 是 区 上 的 层 . 试 描述 
正 象 层 所 字 ， 当 x 站 时 , 是 否 总 是 有 (fF)z = 二 00 当 P EY, XX 二 {P} 时 ， 
证 明和 多 就 是 练习 1.3 中 的 摩天 樟 层 . 
”3.3 设 了 :和 -全 是 拓扑 空间 的 连续 映射 了 是 区 上 的 层 . 证 明 通 过 
预 层 的 祥 射 Pf-!(f.F) 一 这 可 以 得 到 层 的 态 射 p : 1 :所 9 一 了 .再 设 
大 = {也 , 昌 } 是 由 两 个 点 构成 的 离散 拓扑 空间 ,FS 是 世上 以 了 为 莹 的 常 层 , Y 
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是 由 一 个 点 构成 的 拓扑 空间 , 了 : 全 一 了 是 常 映 射 , 试 构造 刚 层 PJ- 1(f. 7)、 
层 广 :所 六 以 及 层 的 态 射 p: 1"1f. 了 一 3 :7 

3.4 设 了 :三 一 + 了 是 拓扑 空 间 的 连续 映射 , 多 是 YY 上 的 展 证明 存 在 
育 然 态 射 5 : 攻 一 .171， 对 于 练 避 3.3 的 拓扑 空间 于 、Y 以 及 常 肌 射 
一 1 证 图 是 也 上 以 名 为 莹 的 常 层 . 斌 构 作 层 天 1-1% 以 及 层 的 态 身 
Cf ss. 

“3.5 利用 练习 3.3 和 3.4 得 到 的 态 射 证 明 对 于 访 上 的 层 , 产 以 及 六 上 的 层 区 
存在 集合 向 的 一 一 映射 : 

Homx (f 他 六) ~ Jomyr( 2 下 学 ). 

这 说 明 (f-!,.) 是 伴随 对 作风 第 = $2-4 的 定义 4.2). 


344 软弱 层 与 内 射 层 


定 兴 4 和.1 设防 是 拓扑 空间 羡 上 的 Abel 群 层 ， 并 且 对 任意 的 和 开 子 集 
UC 乓 限制 哑 射 prx : 了 (XX) -人 (7) 总 是 满 射 , 则 称 挛 是 软弱 层 
(flabby sheaf. flasque sheaf }. 

从 这 个 定义 可 以 看 出 尾 的 软弱 性 仅 与 它 的 辩 集 有 关 ， 与 次 集 的 代数 
结构 无 关 . 

命题 4.1 (1) 郑 宁 是 软弱 层 ， 

0 了 GDN 0 
县 向 pel 群 层 的 正 侣 列 ， 的 开 于 于 UCcX, 
0 一 F{U) GU) Es HD) 一 0 

是 和 bel 群 的 正 合 列 ; 

(2) 善 0 一 一 多 yw， 0 是 Abel 群 层 的 正念 列 , 则 多 
是 软 暗 的 当 且 仅 当 党 是 软弱 歧 ; : 

(3) 车 了 :三 -一 寺 受 拓扑 空间 的 作 续 映射 ， 字 肿 款 闫 层 , 则 户 安 
也 是 轩 闫 层 ; 

(4) 任意 的 用 罕 部 能 被 族 入 一 个 款 弦 层 . 


#4-4 软弱 层 与 内 射 层 ,185 . 


证 明 : (1) 因为 T(U, -) 是 左 正 合 函 子 , 因此 我 们 只 逢 证 明 fv : (UD) 
一 多 (7) 是 满 射 即 可 . 对 任意 的 辩 s € 冤 (DU), 定义 集合 
E={(t WIWEUW end),te SHW), bwlt) = sw}. 
在 五 中 定义 贪 序 蒜 为 
(GW < WY) WCW,,tw =+t. 
不 难看 出 {E, <) 是 一 个 归纳 的 偏 序 集 . 由 Zorn 引 理 , 存在 所 的 极 大 元 
(s*) 人 ")， 如 果 丽 * 关 D, 取 >zE 了 一 下 *， 因 为 区 是 满 射 , 故 必 存在 
(t Wi) € BEB, 这 里 Ws € gz 记 V = W* NW 则 pvr(s*|v) = slv = 
区 全 站 好 By (slv -tv) = 0. 因为 0 二 F(V) 2 SV) 2 (VY) 
` 是正 会 询 , 故 必 存在 € 邹 (WV), 使 如 (四 = s*|v 一 t， 芭 因为 学 
是 软弱 的 , 故 必 存在 ww E 全 ( 基 ) 使 wv = 二 设 w == 8x(w)， 则 
仁 二 asjwojlv = s*|v. 根据 层 的 公理 (S2), 令 W = W* U Wx, 必 存 在 
olw, = t+ lw ow = .于 是 Bw (lo) = shw, 即 (o, W) € E, 而 
且 (s*",W*) < (a,W), 这 与 (s*,W*) 的 极 大 性 矛盾 . 于 是 W* = U, wv 
是 满 射 . 
(2) 对 任意 的 开 于 和 集 UC XX, 观察 以 下 交换 图 


0 


F(X) Ee GX) YX) 


了 


p Pp 


gD) G0) .ytU) 


Fr 


p 


0 


D 
因 久 是 软 障 的 , 水 平 两 行 都 是 正 合 列 , 竖 直 的 第 一 列 也 是 正 合 列 . 先 设 办 
是 软弱 度 , 则 对 任意 的 拆 s E PY(D) 存在? E (DU) 使 ww(s') = 3 又 由 
于 多 是 软弱 的 , 袁 3 可 扩张 为 多 (六 ) 的 着 , 奶 记 为 s'. 则 x (s') € %(X), 
而 且 p(x (5)) = ulp(s)) = s, 从 而 六 也 是 满 射 的 . 
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青 设 六 是 软弱 层 , 则 p” 也 是 满 射 , 从 而 Coker p' = Cokerp” = 0 

根据 蛇 形 引 理 (第 一 章 引 理 2.10), 有 正 合 列 
0 一 Cokerp’ -全 Cokerp — Colkero = 0. 

可 得 Cokerp = 0, 即 p 是 满 射 . 

(3) 因为 (7Y) = XX, 故 对 任意 的 开 子 集 V CY, 由 这 (X) 一 
了 (1(W)) 的 满 射 性 可 知 记 了 (YY) 一 > 天 了 F(V) 是 注射 

(4 对 每 个 开学 集 U E 于 定义 多 (UT) = Ll, 人 子 z， 对 于 开 子 集 
WS 0, 乍 广 根 制 映 射 pV : (0) 一 g(V) 为 peul{ss}zer) = 
{sz}zev, 则 多 成 为 一 个 层 , 称 为 不 连续 函数 层 . 显然 限制 映射 2 人 一 
] Fs $V) = 也 他 x 是 满 射 , 因此 乡 是 软 贡 层 . 对 于 任意 的 开 
字 集 Uy 芒种 辩 s € Hw) 令 Bur{s) = {ss}rev € FG(D), NO = {Bc} 
定义 耳 层 的 态 射 9 ;. 双 . 8 的 单 射 性 可 由 层 的 公理 {S1) 得 出 口 

如 果 一 个 Abel 范畴 中 的 任意 一 个 对 象 都 可 以 被 代入 一 个 内 射 对 象 
之 中 , 就 称 这 个 Abel 范畴 有 足够 多 的 内 射 对 象 ee 
旺 就 是 有 足够 多 的 内 射 对 象 的 范畴 . 在 建立 这 个 命题 之 前 ， 我 们 先 给 
内 射 层 的 定义 . 

定义 4.2 设 .了 是 一 一 个 和 bel 群 层 ， 使 得 日 om( 一 ,. 让 是 一 个 正 会 男子， 
即 对 捧 的 任何 正 合 列 


OO— HF FON ,0 


0 一 Hom(%,.7) — Hom( %,.7) — Homl(3,.7F) 一 /0 
也 是 正 合 列 , 则 称 . 秋 是 内 射 层 [imyectiue sheaf }. 
这 个 定 义 实 际 上 就 是 范畴 论 中 内 射 对 象 的 定义 . 
命题 4.2 (1) 内 射 层 一 定 是 软 磁 技 ; 
(2) 拓 补 空间 站 士 的 任何 总 bel 群 层 字 者 可 被 崇 入 一 个 内 射 后 中 . 
证 明 : (1) 设 .了 是 一 个 内 射 层 . 直 命 题 4.1(4)， 和 可 被 谋 入 一 个 软弱 
层 多 中 . 娄 据 内 射 肢 的 定义 ， 存在 态 射 切 : 多 一 .7 使 下 图 可 交换 : 
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.将 


对 于 任意 的 开 子 集 UC XX 以 及 基 5e 7(D), 有 s 二 Wu(pu(s)). 由 于 多 
是 软弱 层 , 存在 的 + € 罗 (X) 使 得 pv(s) = p8x( 有 D0, 于 是 t 一 的 
了 ( 革 ) 满足 s = xi, 即 .7 也 是 软弱 层 . 

{2) 对 任意 的 点 z E 天 共 宁 。 是 一 个 Abel 群 , 根据 第 一 章 的 命题 6.6， 
富 。 可 以 被 巷 入 一 个 内 射 马 模 天 中, 即 字 一 乒 . 对 于 污 的 开 子 集 UU, 定 
义 .7(D) = I 五 , 对 于 开 子 集 Y_ SG 了 ,定义 限制 映射 pyo :7 了 (0) 一 
7(W) 为 pv {slsev) = {sz}zey; 则 .7 = ({F(00}, {pyvh) 是 一 个 
Abel 群 层 , 而 且 对 U € D(X), s € F(U), 令 iv(s) = {sz}zev ED 
就 可 自然 地 定义 Abel 群 层 的 态 射 13: 了 一 了. 由 记 的 公理 (31) 可 知 ， 
是 单 射 - 

现在 我 们 证 明了 是 内 射 层 , 即 证 明 沙 子 Hom( 一 ,7 是正 合 函 子 . 设 
有 正 合 列 

0 0 
则 对 每 个 zE 广 , 以 下 序列 正 合 : 
0 Fs -一 -一 全 一 0 
六 瑟 是 内 射 模 , 故 以 下 序列 也 正 合 : 
0 一 Homr 克 六) — Hom(%,, I) — HomfF 1) 一 0. 
由 z 的 任意 性 , 可 以 得 到 下 面 的 正 合 序列 : 
0 一 人 II Hom(%., 1) 一 全 | Hom{ Sg;, 天 ) 一 一 
ZEX xEX 


一 [| Hom(3 大) 一 10. 
CE 式 


剩 下 只 和 需 证 明 对 于 任意 的 Abel 群 户 守 有 


Hom(3,.7) e [| Hom($,, 1:). 
TERX 
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设 U 是 z 的 开 邻 域 , 则 可 定义 射影 per :7(0) 一 无为 
PrU {sy}yev) = sz， 
pzv 与 限制 映射 相 容 ,到 正极 限 后 即 可 得 到 Abel 群 的 同 态 映射 ps : 
.7 一 五. 因此 对 E Hom( 宛 ,让 有 ps o0s € Hom(Fs,1). 我 们 


可 定义 
F(8) = II Pr oF €E II Hom(3 x, 1y). 


上 = IEX 
这 样 得 到 的 
F:Hom(F,.7) 一 > II Hom( 3 ,, ls} 
TEX 


是 Abel 群 的 同 态 映 射 , 再 证 局 是 双 射 . 若 8 关 0, 则 必 存 在 某 个 UE D(X)， 
gr 关 0, 即 有 s 关 0€ (加 )， 使 [| ps(6(ss)) = bu(s) 取 0, 从 而 有 
2 E U, 使 pz(9s(sx)) 关 0, 即 下 (6) 关 0， 反 之, 设 8 = 了 E 
ln Hom( 多 *, 天) 对 任意 的 € (U0), 定义 Bu(s) = LL Br(sz) E 
.了 (U). 不 难 验证 9 = {8v] € Hom( 了 ,.7), 而且 F(9) = 六 因此 到 是 
Abel 群 的 同 移 映 射 , 从 而 


0 -全 Hom{%,.7) — Hom($,.7) —» Hom{F,.F)—y0 
是 正 合 列 , 即 .和 是 内 射 模 ， 口 


$4-5 层 的 上 同调 


在 命题 42{2) 中 已 经 证 明了 Abel 群 层 的 范畴 有 足够 多 的 内 射 对 象 . 
现在 我 们 可 以 定义 从 Abel 群 层 的 范 贱 到 Abel 群 范 晴 的 上 同调 一 闻 与 上 
同调 群 . 

定义 5.1 设 革 是 拓 提 窑 间 ,TT(X, 一 ) : G(X) 一 ) 6 是 整体 办 也 
了 ,定义 上 同调 函 子 H"(X, 一 ) 为 (XX, 一 ) 的 右 导 出 曾子 R"T(X, 一) : 
全 hb(X) 一 + 名 b， 对 于 Abel 群 层 他 , 称 Abel 群 有 "(X， 字 ) 为 字 之 的 上 同 
调 群 . 也 称 为 姜 的 来 数 在 技 多 内 的 上 同调 群 . 


$4-5 ” 层 的 上 同调 189 


根据 右 导 出 函 子 的 定义 , 左 正 合 共 变 函 子 T(X, 一 ) 的 有 导出 函 子 可 
以 用 下 述 方式 构造 : 对 于 层 了 , 先 作 它 的 内 射 分 解 
| 0 
用 丁 闻 (XX, 一 ) 作用 后 得 到 序列 
0 3 T (X79) Pom, TR, FI) Bem TX,F2) 
于 是 多 的 上 同调 群 就 是 
H"(X,F) = H"(T(X,.7")) 
= Ker Hom(X,d")/ Im Hom(X,d"™!). 
根据 第 三 章 $3-4 所 列举 的 导出 函 子 的 四 条 性 质 , 请 的 上 同调 画 子 有 
以 下 四 条 性 质 : | 
(1) HX, FS) ST(X, F); 
(2) 对 于 内 射 层 了 以 及 n>0 有 HH"(X,.7) = 0 
(3) 对 于 任意 的 短 正 合 列 . | 
站 一 Fi0 
存在 连接 态 射 An : H"(X, 六 ) 一 H"11(X, 少 ), n > 0 使 得 有 以 下 长 
正 合 列 
站 一 HX, SF) -> HOX, 全 一 HX, HN) = 
全 X,Y) HK, NW) Ss HX,F) 全 
全 H"(X, HD 一 H"(X, 的 全 HX, F) - 
(4) 连接 态 射 是 自然 的 , 即 如 果 有 两 个 短 正 合 列 以 及 它们 之 间 的 态 
射 的 交换 图 : 
0 F 


罗 多 一 0 


了 了 


的 


0 
则 有 相应 的 交换 图 


FF i 
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H"(X, NH) Hnti(X, F) 


H"(X, wp") H"(X, wp') 


Hn™(X, ¥) 人 HX, F") 


而 且 上 同调 孙子 由 这 四 条 性 质 唯 一 确定 . 
说 明 5.1 利用 导出 孙子 理论 来 定义 层 的 上 问 调 沙子 的 优点 是 简洁 明了 , 而 
上 且 立 即 可 以 得 到 上 同调 函 子 须 满 足 的 四 条 性 贰 . 其 缺点 就 是 不 通 直 观 , 日 
难以 计算 . 所 以 我 们 要 在 下 一 节 引 入 Cech 上 同调 的 理论 , 并 证 明 在 一 定 条 
件 下 两 者 是 相同 的 . 
软弱 层 在 层 的 上 同调 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 在 本 节 的 最 后 部 分 要 
给 出 软弱 层 的 几 个 上 同调 性 质 ， 
命题 5.1 设 乞 是 拒 打 空间 于 上 的 软 杠 层 ， 则 
H"(X,F)=0, Yn > 0. 
证 明 ; 根据 命题 4.2(2), 可 以 被 杠 入 一 个 内 射 层 .7, 设 必 是 它们 
的 商 , 则 有 正 合 列 
和 -全 有一. 一) 人 一 0 
这 个 短 正 合 列 关 于 上 同调 函 子 的 长 正 合 列 是 
一 
-人 (一 HK oO . 
由 .了 的 内 射 性 可 以 得 到 {性 质 (2)) 
H"(X,F)=0, wm 
因此 有 
H"(X, F) 兰 再 "人 @), Yn 闻 2. (5.1) 
以 及 下 面 的 正 合 列 
OTH TF TEN oo T(E, + HIY, F) 一 0. 
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而 由 元 的 软弱 性 可 以 得 到 正 合 列 (命题 4.1{1)) 
和 一 人 TK FT) THN TN 一 0. 


从 而 对 任意 的 软弱 层 疡 都 有 HX, 了 ) = 0 
由 于 内 射 层 一 定 是 软弱 的 (命题 4.2(1)), 丙 个 软弱 层 的 商 也 是 软弱 
的 {命题 4.1(2)), 因此 您 是 软弱 层 , 妈 玉 1!(X,E@) = 0, 利用 {5.1) 式 提供 
的 同 构 关 系 , 就 可 递 推 地 证 得 命题 的 结论 口 
说 明 5.2 请 注意 在 这 个 命题 的 证 明 中 是 如 何 利 用 导出 函 子 的 长 正 合 列 进 
行 递 推 的 : 先 构造 一 个 短 正 合 列 
0 一 人 区 一 0 
使 得 中 和 间 的 层 人 党 关于 右 导 出 函 子 R*F( 一 ) 是 零 调 的 , 即 有 
R*F(Y) = 0, Y3 之 工 . 
这 样 就 可 以 使 得 长 正 合 列 分 裂 成 许 才 片 新 : 
0= HX, $) — HX, FH) 一 
— HX,F) 一 HN, =0. 


及 而 得 到 同 构 
HX, F) HX, 和 Yn > 2. 

只 要 使 得 党 与 了 具有 相 问 的 上 同调 性 左 , 就 能 使 递 推 过 程 从 某 个 起 点 开 

始 进行 下 去 .相当 于 我 们 沿 着 楼 梯 拾 级 而 上 一 样 . 这 是 同调 代数 中 的 一 种 

有 效 的 递 推手 法 , 请 读者 注意 学 习 . 

定义 5.2 证 杂 是 范 因 中 的 一 个 对 象 , 已 是 一 个 醒 于 . 如 果 对 所 有 的 
n>0 有 RrF(M) ==0, 则 称 订 是 下 堆 调 的 (acyclic), 又 设 

0 全 于 呈 Do DS... 

是 对 闲 册 的 一 个 分 解 , 并 且 D" (tn 之 0 都 是 索 调 的 , 则 称 (D",) 是 休 
的 下 螺 调 分 解 (acyelic resolution】. 

根据 命题 5.1, 软弱 层 关 于 整体 辩 函 子 I(X, 一 ) 是 零 调 的 . 


命题 5.2 设 玉 是 一 个 太 正 会 古 子 ,对象 夺 有 一 个 下 案 调 分 解 


0 MS DS Dl 
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则 有 同 梳 
RF EHFD)), Ynyo. 
证 明 : 我 们 把 命 王 中 给 出 的 正 合 列 分 解 成 一 系列 短 正 合 列 : 
0 一 ZNM) oD Zl oD 


0— Zi— Dl! yy 72 0 


应 用 导出 函 子 R* 玉 作用 后 , 可 以 导出 一 系列 长 正 合 列 : 

CD oy RIF(ZI+I) — 

RF(Z2) 一 Di 一 
由 于 已 人 > 电 都 是 三 零 调 的 , 当 n > 2 时 有 RR"-1F(DI) = R"*F(D’) = 
0, 所 以 
RRSERTIPZIHY, yny2;>0. 

这 样 就 有 

REPOM)=R F(Z SR" FZ)E... ERIZ 1) Ynyso0. 

从 正 合 列 

下 (站 ”号 Fn 全 有 LRC -3 EECDn II 一 0 
可 以 得 出 
RiF(Z"-1) = Coker7 所 F(Z")f Im r， 


再 考察 下 面 的 交 搞 图 
Dn™-1 


dd"™-1 
~ Zn -Dn d™ ~ Dt+1 
它 的 行 是 一 个 正 合 库 列 应 应 用 去 正 合 函 子 FF 于 这 个 交换 图 后 , 可 以 得 到 
一 个 新 的 交换 图 , 它 的 行 仍 是 正 合 的 : 
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F(D™-!) 
TT a"! 
全 下” n+1 
0 F(Z") FD™) — FD ) 
注意 到 2Z" s Im ad"!, 于 是 | 
ImreImd”! 


F(Z2") & Kerd™, 
这 样 就 可 得 到 
E"F(M) RF(Z"H) 衬 严 (Zr Imr 
涯 Kerd" /Im eH"(F(D")). 
这 个 同 构 的 自然 性 可 由 读者 自 己 补 出 口 


说 明 5.3 这 个 命题 对 于 计算 右 导出 函 子 是 十 分 有 用 的 . 因为 内 射 分 解 有 一 
个 缺 虚 ， 即 内 射 对 象 往往 大 大 , 不 易 计算 . 并 冲 没 有 救 铀 层 所 具有 的 易于 弟 
推 的 性 质 (如 命 感 4.1 所 示 ). 而 当 要 讨论 的 画 子 下 已 经 取 定时 , 我 们 就 可 以 
用 忆 零 调 对 象 代替 内 射 对 象 构造 已 掌 调 分 解 这 样 的 分 解 往往 易于 计算 , 
谭 盘 适 于 递 推 我们 在 确定 活 的 上 同调 时 ; 就 吓 这 样 梓 的: 例如 我 们 可 以 用 


软弱 分 解 代替 内 射 分 解 计算 层 的 上 同调 群 , 
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设 红 = {Uijsel 是 拓扑 空间 XX 的 一 个 开 蹇 关 
我 们 了 定 标 估 的 一 个 人 序 .对 于 三 间 的 m+ 个 指标 io,。 


E 五 设 有 让 < < in, 则 可 以 把 s 二 人 ia] 办 成 一 个 摘 介 的 间 


形 , 所 有 这 此 单 形 的 全 体 可 以 构成 一 个 {不 一 定 有 限 的 ) 单纯 复 形 K(7). 
攻 {) 可 以 诱导 出 一 个 链 复 形 (参见 第 三 合 §3-1): 


an 一 1 


> (KY es Cr(KY Ss.. 0 Co) 4 0 
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这 里 的 Cn(K) 是 以 Kn (了) 中 的 单 形 作为 基 的 自由 和 bel 群 . 边缘 算 子 2n 
定义 为 : 


Bn {lio in) = DH lo ,Es in), 
一 站 
ao(io]) = 0 
对 于 mm 单 形 s = [如 ], 记 开 子 集 
于 = 本 = Ui MeN Di,. 
设 是 关上 的 bel 群 层 , 我 们 可 以 定义 Abel 群 的 复 形 C* (4 了) 作为 
上 述 链 复 形 的 对 侦 复 形 : 对 每 一 个 之 0, 令 
oe",9)= IT = I FV) 
| sEKn (DN) tin 
因此 C*(U, 字 ) 中 一 个 元 素 了 是 形 如 {fs}sers (n={fio… ,in 上 io<-…-<is 的 ， 
其 中 
f= fi si, E FV) = 全 (Di 
对 于 cn 二、 mss E Cn(K) (ms € 2F), 定义 cn 与 了 的 对 偶 积 为 


stE Kn (TY 
(Ff, cn) 一 {me fs}ser, (tn € CU, 仿 ). 
利用 这 个 对 偶 积 , 我 们 可 以 定义 土 氨 缘 上 映射 下 : C" 一 C"t1 使 得 


(df,cnt1) = (Ff, nticnti) en FY- 


这 样 就 得 到 
代 十 二 
(df)io inn = >》 (1 i ， (6.1) 
i=0 Uig, in +1 
这 里 的 记号 2 意 为 略 去 条. 由 于 天 Di ES (Us, i 它 


限制 于 Uio0.…is4s 即 给 出 名 U0io0,… i) 的 一 个 元 素 . 由 : a。 Bum 三 0 即 
可 导出 品格 一 0 所 以 我 们 定义 了 Abel 群 的 一 个 上 链 复 形 C* (2 8 
0 0 FF) CF) Cr ) 守 

为 了 方便 起 狗 ， 我 们 可 对 任意 7 十 1 个 下 标 i0,… ,in € 了 定义 
fio.... ,in 当 序 列 20， 四 ,in 中 有 基 个 下 标 蛋 复出 现时 ， 令 六 Am 一 0, 
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否则 令 fs 三 (一 1)? foioiiain; 这 里 gio < -< gin, 0 是 相应 的 
党 挽 ， 采 用 这 样 的 记号 后 , 上 述 定 文 "了 的 公式 对 任意 的 nn 十 2 个 下 标 
20; n+ E 工 仍然 正确 . 


定义 6.1 设 瑟 是 撕 扑 空间 , 玉 是 居 的 一 个 开 维 美 . 对 于 已 上 任意 一 
个 和 bel 群 后 . 子 ,我们 定义 信 关 于 种 姜 红 的 第 ni 个 Cech 上 同调 群 为 
HB", F) = HC (LU, F)) = Kerd®/ Imad"~!. 
说 明 6.1 Eduard Cech (1893~1960) 的 中 译名 是 切 赫 


引 理 6.1 设 羡 是 一 个 拓 提 空间 , 记 是 一 个 开 攻 盖 ， 了 是 让 上 的 六 bel 

群 后 , 则 
Hl, F) ST(X, F). 

证 明 : 互 "( 8) = Kerq. 设 f = {fihier E Co 则 对 i < 了 有 

0= (中 用 ;j = 所 一 到, 也 就 是 说 
frluinw, = filunv,, Wi, cIi. 

根据 展 的 公理 (S2), 存在 st I(X, 史 ) 使 得 s|v, 一 ££ 因此 Kera 尝 
工 (全 罗 )， 口 

说 明 6.2 请 注意 亚 闵 兵 的 Cech 上 同调 群 与 由 导出 浮子 得 到 的 .上 同调 函 子 

不 同 , 它 没 有 长 正人 台 列 的 性 质 : 即 对 于 区 上 Abel 群 层 的 短 正 合 列 0 一 

FFF oD 不 能 得 到 要 盖 红 的 Cech 上 同调 群 的 长 正 合 列 . 

例如 当 生 = {XX} 时 ,， C7 (4 这 ) = 0, 从 而 到 14 字 ) = 0 HU, FY) = 

TX, 学 ). 但 一 般 说 来 

OT(X FY) oO TH, 了) 一 
一 人 TTX, SF) Hd, )=0 

不 一 定 正 合 . 我 们 当然 会 想到 要 普 记 的 Cech 上 间 调 群 没有 长 正 合 列 性 质 

的 原因 就 在 于 开 和 覆盖 选 得 不 好 . 如 果 选 取 “ 好 * 的 开 覆 盖 ， 或 者 把 开 覆 盖 无 限 

加 细 (如 同 计算 Riemann 积分 一 样 ), 能 不 能 使 得 杜 盖 所 的 Cech 上 同调 群 

也 具有 长 正 合 列 性 质 ， 基 至 与 由 导出 函 子 得 到 的 上 同调 函 子 一 - 致 呢 ? 这 就 

是 我 们 下 面 要 研究 的 问题 . 


为 了 下 面 证 明 的 项 要 , 我 们 定义 取 值 在 屋内 的 Cech 上 链 复 形 . 设 
关 , 包 宫 则 前 面 所 作 的 假设 ， 对 于 开 子 集 WC 到 , 把 包含 映射 记 为 
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: U。 一 X. 我 们 可 构 簿 瑟 上 Abel 群 层 的 上 链 复 形 宫 " (由 了): 对 
n > 0D, 令 


Zr"( 册 了 ) = 下 2:(Flv,), 
上 边 纪 映射 则 按照 公式 (6. ]) 定义 福 窜 T(X， "(1, F)=C™(, F). 
引 理 6.2 证实 是 真 上 的 站 bel 群 层 , 则 复 形 儿 "( 胃 了) 是 了 的 一 个 
分 解 , 即 存 在 自然 杰 射 六 : 了 一 》 它 90( 红 了 F), 使 得 以 下 的 项 的 序列 是 正 
会 的 : 
0 地 了 FF 切 …… 
证 明 : 对 每 个 *E 都 有 自然 态 射 一 ?ja( 了 |v,), 它们 诱 息 了 态 
射 
7:F -全 下 [和 (Ze = 合作 F). 
从 层 的 公理 (S1) 和 (Sa) 可 知 比 序列 在 Bottt, ) 处 正 合 . 
为 了 对 之 1 证 明 复 形 过 * 的 正 合 性 , 只 需要 在 共 上 加 以 验证 邵 可 . 
设 点 TE Uk CC ,上 EI. 对 n > 1, 我们 要 定义 映射 
om: B"H, Fs 一 + CY, F)y. 
设 疡 E 客 "(4 了 )s 是 一 个 芽 , 则 一 定 存 在 x 的 一 个 小 邻 域 T EV C Ur: 以 
及 扒 f ET(V, 多"( 风 清 )) 使 得 了 在 z 点 的 邯 就 是 户 . 对 于 xz < … < tn-1 
令 
(pf) smi = feo sn 
由 于 下 mm Be， 三 了 站 Do， 在 x 点 取 芽 就 可 得 到 映射 的 得 
(= 人" 可 以 验证 对 n 之 1 以 及 jE 到 有 
Eig to haf) fs, 
团 此 ww 是 复 形 闪 "(这 ); 的 同 伦 算 子 , 使 得 恒 等 态 射 与 零 态 射 问 伦 . 从 
而 上 同调 群 HH"( 客 *(H 了 )s) = 0 对 m > 1. 姥 蝴 的 序列 正 合 日 


命题 6.3 设 臣 是 一 个 撕 捉 深 间 , 红 是 一 个 开 审 浅 , F 是 Abel 群 前 
软弱 层 , 则 对 所 有 的 nn > 9 有 和 芭 *(4 7) 二 0. 
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证 明 : 考察 引 理 6&2 中 的 分 解 

0 地 LF) SS iF) 全 (6 2) 
由 于 是 软弱 层 , 它 在 开 子 集 上 的 限制 |v, 也 是 软弱 层 ， 根 据 命题 
4.1(3), 正 象 层 7sxtF|v,) 也 是 软弱 的 , 不 难 证 明 软 弱 层 的 直 积 层 也 是 软 
弱 的 , 因此 寄 " (外 F) 都 是 软弱 层 , 也 就 是 说 (6.2) 是 软弱 分 解 . 由 命题 
5.1 知 软弱 层 是 TI 一) 每 调 的 , 因此 (6.2) 关于 T(X, 一 ) 是 零 调 分 解 . 根 
据 命题 5.2, 可 以 利用 分 解 (6.2) 来 计算 的 上 同调 . 用 画 子 工 (发 ,--) 作 

用 于 (6.2) 后 得 到 下 面 的 上 链 : 

0 TX, EU FY = CFU, F) 一 
> TX, BI F)) = CI 人 EL FY) 


也 就 是 说 
H"(X, 9) < H"(C*(U, F)) = BF", F). 
由 五 "(XX, 沪 ) = 0 对 nn > 0 成 立 邯 可 得 到 命题 欲 证 的 结论 ， 口 


引 理 6.4 设 雹 是 一 个 拓 砷 室 间 , 这 是 一 个 开 恤 瘟 ， 则 对 每 个 m 六 
友 在 自然 同 术 
FH" 9) — HX, F), 
并 县 这 个 同志 具有 池子 性 质 , 即 对 任意 的 bel 群 层 坊 射 宛 一 ; 3, 下 转 


可 交换 
BH"(Y,9) — ~ H"(X, F) 


| 


有 (级 — HX, 对 
证 明 : 没 0 二 汪汪 .7* 是 人 多 的 一 个 内 射 分 解 , 根据 引 理 6.2 
0 ,3F} 是 多 的 一 个 分 解 . 于 是 恒 等 态 射 字 一 ; 8 诱导 
了 复 形 闻 移 态 射 名 人 名) 一 7? ( 兄 第 三 章 定 理 3.9， 而且 这 个 态 射 
在 同 伦 塌 义 下 唯一 . 用 整体 辩 函 于 I(X, 一 ) 作用 于 这 个 态 射 并 取 上 同调 ， 
注意 到 工 (把 , 区" (全 )) = Cntg 9), 就 可 得 到 所 需 的 同 态 ， 日 
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设 让 = fjicr 和 邹 = fjiey 是 拓扑 空间 半 的 两 个 开 枚 盖 . 如 果 
存在 一 个 映射 : 了 一 ”了 工 使 得 对 于 每 个 < J 有 人 态 民 Ci 就 称 开 履 盖 
切 是 开 覆盖 菇 的 加 细 (refinemenit), 记 为 4 < 科 ， 加 细 关 系 是 开 覆 盖 集 
合 的 一 个 偏 序 美 系 . 由 妇 过 人 妇 可 以 诱导 映射 7 : Ka( 一 3 Kn( 站 定义 
为 [和 ;jn] 一 {70;'… ,7 识 ]. 利用 对 偶 积 可 以 诱导 出 上 链 复 形 间 的 
对 偶 态 射 杂 "Cn 人 人 区) 一 Cn( 几 到) 定义 为 : 
(rn) = (fmecnj， 其 中 六 EC 人 有 en € Cn(K(ND). 
从 而 得 到 开 覆 盖 的 @ech 上 同调 群 间 的 同 态 : 
村 ” Hr, F) 一 HY, FY. 
可 以 证 明 (相当 复 淋 ), 同 态 '7" 与 映射 + 的 选取 无 关 , 而 且 开 履 盖 的 Cech 
上 同调 群 立 "(&L, 多 ) 关于 辣 态 他" 构成 一 个 正 向 系 . 
定义 6.2 设 和 是 一 个 拭 赴 空间 , 宁 是 五 上 的 Abel 群 层 , 则 定义 时 
的 取 值 在 兵 字 内 的 Cech 上 同调 群 为 正极 限 
H"(X, FS) = lm H"(, F). 


此 外 还 可 以 证 明 同 访 :7? 与 引 理 6.4 中 的 自然 同 态 
HB", FF) HX,F) 
是 相 容 的 , 到 正 极限 后 又 可 得 到 Cech 上 同调 群 与 导出 函 子 上 同调 群 癌 的 
间 态 : 
H"(X,F) — H"(X,F). 
设 妇 = {Uijier 是 拓扑 空间 总 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 对 每 个 点 x € 总 
都 存在 一 个 开 邻 域 V, 使 得 VN Ui 关 名 的 下 标 i€ 了 只 有 有 限 个 , 刘 称 并 
是 局 部 有 限 的 并 覆盖 . 如 果 天 是 Hausdorf 拓 扑 空 间 , 并 且 扎 的 每 个 开 材 
盖 都 允许 有 一 个 局 部 有 限 的 加 细 , 就 称 站 是 一 个 仿 紧 的 (paracompact) 
拓扑 空间 . 如 果 一 个 局 部 紧 空 间 又 是 可 数 多 个 紧 子 集 的 并 , 那么 这 个 空 
间 是 仿 紧 的 , 特别 地 , 具有 可 数 其 的 局 部 紧 空间 都 是 仿 紧 的 . 因此 流 形 都 
是 仿 紧 的 . 对 于 仿 紧 的 拓扑 空间 , Cech 上 同调 群 与 导出 函 子 上 同调 群 间 
的 同 态 一 定 是 同 构 . 这 个 结论 可 表述 成 下 面 的 定理 . 
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定理 6.5 设 尖 是 一 个 仿 紧 拓 了 空间, 罗 是 大 上 的 生 bel 群 屋 ， 财 
Cech 上 同调 群 同 构 于 导出 函 子 的 上 同调 群 : 
H"(X,F) < HX,F). O 


说 明 6.3 许 包 关 于 层 以 及 房 上 同调 理论 的 书籍 都 是 采用 它 ech 上 同调 群 作 
为 展 的 上 辣 调 群 的 定义 , 这 可 能 与 Cech 上 同调 群 的 几何 意义 比较 明显 以 及 
易于 定义 与 计算 有 关 . 可 是 证 明 Cech 上 同调 的 长 正 合 列 性 质 就 会 遇 到 很 
大 的 困难 .我 们 这 里 用 抽象 的 导出 阔 子 理论 定义 层 的 上 同调 群 , 为 了 证 明 
它 与 Cech 上 则 调 群 互相 等 价 也 需要 花 很 大 的 力气 ， 并 且 不 得 不 跳 过 一 些 太 
复杂 的 论证 . 总 之 这 点 代价 是 免不了 的 .当然 我 们 完全 可 以 在 初学 时 跳 过 
这 些 烦琐 的 论证 , 直接 承认 这 两 者 的 等 价 性 , 在 这 个 理论 平台 上 继续 前 进 ， 
也 是 一 种 学 习 的 好 方法 . 其 实 下 面 要 证 明 的 定理 6.6 更 加 有 用 , 它 把 层 的 上 
同 构 群 的 计算 归结 为 特殊 的 开 履 盖 (往往 能 取 成 有 限 覆 盖 ) 上 的 Cech 上 同 
调 群 的 计算 , 把 问题 大 大 地 简化 了 . 可 以 说 这 个 定理 就 是 本 节 的 核心 
定理 6.6 设 扫 = {Uijier 是 拓扑 空间 天 的 一 个 开 蕉 益 , 宁 是 大 
上 的 Abel 群 层 . 如 果 多 关于 这 个 开 履 问 是 罕 调 的 ， 即 对 所 有 的 下 标 
io <-…-< 记 有 
HY (Ui si F000) 一 0D, Yn > D0, 
则 有 自然 同 板 
BH"(Y, 3) S H"(X, F), Yn > 0. 


证 明 : ”= 0 时 的 同 构 就 是 引 理 6.1 的 结论 . 现在 把 会 嵌 入 一 个 内 
射 层 .7, 并 把 它们 的 商 层 记 为 @@. 于 是 得 到 一 个 短 正 合 列 : 
0 FH 0. {6.3) 
对 任意 的 下 宗 集 i0 < -… < 各 令 s = [io,-… ,is], 用 函 予 T(U, 一) 作用 
可 以 得 到 长 正 合 列 : 
0 一 FV) FU) Us) — Hi(U,, F)=0 (6.4) 
以 及 同 构 . 
HVESHTU, FI)=0, vn2l. (6.5) 
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对 正 合 列 (6.4) 取 直 积 后 即 可 得 到 上 链 复 形 的 短 正 合 列 
0 一 O° FC D0. 
关于 这 个 上 链 复 形 取 上 同调 的 长 正 合 列 , 注意 到 内 射 层 了 是 软弱 的 , 根 
据 命题 6.3, 对 n > 0 有 立 "(H, 了) = 0. 这 样 就 有 正 合 列 
0 一 人 HU, F) 一 BO,.F) 一 全 
一 > 再 cl 全 HI, F) 一 0 


以 及 疗 构 
Ed, Hi F), YnFl. (6.6) 
另 一 方面 , 对 短 正 合 列 (6.3) 关 二 整体 辩 隙 子 的 导出 函 子 取 长 正 合 列 
同样 可 志 得 到 正 合 列 
0— HX,F)—+ HX,F) 一 
— HX,E) 一 人 HI(X, F)— 0 
以 及 同 构 
H*(X,@ EHti(X, FF), Yn>l. (6.7) 
利用 引 理 6.4 所 提供 的 开 覆 盖 的 如 ech 上 同调 群 与 导出 疯子 上 同调 群 间 的 
同 态 映 射 , 好 可 证 得 同 构 
H(i, F) Hi(X, F). 
由 公式 (6.5) 可 知 亿 具有 与 了 相同 的 零 调 性 质 , 这 样 就 可 利用 间 构 关系 
{6.6) 与 (6.7) 递 推 地 得 到 定理 的 结论 。 口 


例 6.1 设 直 是 一 个 [有限 的 ) 单纯 复 形 , 它 的 洛 集 是 折 扑 空间 无 = 
| 天 用 将 表示 以 自由 和 bel 加 群 马 作 为 芝 药 天 上 药 常 层 . 

设 下 的 顶点 集合 是 1 对 于 每 个 顶点 i € 7 定义 开 子 集 世 为 天 中 
所 有 以 :作为 项 点 的 单 形 的 并 集 的 内 部 . 这 样 妆 二 {Us]ver 构成 大 的 一 
个 开 和 覆盖 . 当 s = [to,… ,in] € Kw 是 过 的 一 个 m 单 形 时 , Us 就 是 这 个 
单 形 的 内 部 , 从 而 是 非 空 连 通 的 . 当 s 不 是 天 中 单 形 时 , Us 是 空 集 . 因此 


本 
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对 于 E C™(U, 全), 我 们 可 以 定义 Cs(K,2Z) 上 的 一 个 线性 函数 TD 为 
r( 有 站 (ca]j= 》 msfs EF, 其 中 cn= 》 ms s € Cn(K,D) 


sn seEkKn 


这 样 就 得 到 了 Abel 群 的 同 构 
T CF) 一 全 CK, 2) = Homz (Cn (EK, 2), 2) 

不 难 验 证 这 也 是 上 链 复 形 间 的 同和 构 C*(U, 之 ) 涯 C*(K, 名 ). 由 此 可 得 开 

覆盖 的 Cech 上 同调 群 与 单纯 复 形 上 同调 群 (参见 第 三 章 的 例 1 3) 间 的 同 

构 


正 "( 货 SF) 兰 HK, 2), Vn 0. 
由 于 我 们 可 以 对 单纯 复 形 玫 作 细 分 , 使 得 相应 的 开 覆 盖 引 变 得 非常 
精细 , 而 上 同调 群 8"(K, 加 ) 则 保持 不 侄 , 从 而 可 得 
F(X, ZF) = lim H"(%, 2) 兰 HM, 2) e HK, D) 
如 
这 里 的 空间 外 显然 是 仿 紧 的 , 因此 根据 定理 6.6, 有 
H"(X, FZ) Ht(K, Z). 
这 涪 明 常 层 的 屋 上 同调 群 实 际 上 就 是 单纯 复 形 的 上 同调 群 
例 6.2 设 S- 是 图 周 , 衬 是 关于 Abel 群 吕 的 常 层 . 4 二 {U,V), 这 


蜂 忆 和 了 是 两 个 连通 的 学 留 周 , 它们 在 两 端 互相 重生 ,使 得 VU nV 由 两 
个 小 的 区 间 构 成 , 则 


CO = 工 (人 区 ) xT(V, 位) =2x 2 
Cl =TIUNV, TF)=2 x 2, 

上 边缘 映射 由 :09 一 吕 把 (ay 引 映 成 名 一 86,5 一 4a]. 于 是 
Ho FZ) Sy, Hi ZF) SZ. 


这 里 的 开 覆 盖 实 际 上 满足 定理 6.6 的 假设 , 因此 开 覆 盖 的 Cech 上 同调 群 
与 导出 立 子 上 同调 群 是 一 北 的 , 也 沁 构 于 单纯 复 形 的 上 同调 群 . 
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谱 序 列 是 同调 代数 中 的 一 个 重要 工具 , 但 是 谱 序 列 理 论 的 建立 又 是 
二 分 复杂 难 懂 的 . 因此 许多 学 生 看 到 谱 序列 就 望 而 生 旦 , 好 像 遇 到 了 搓 
路 虎 , 再 也 无 法 前 进 . 实际 上 对 .大 多 数 人 来 说 , 谱 序列 只 是 一 个 工具 . 这 
好 像 电脑 用 户 使 用 电脑 的 应 用 软件 一 样 , 他 们 只 和 需 知道 如 何 去 使 用 这 些 
软件 , 而 没有 必要 去 弄 请 这 些 软件 的 生成 原理 .我 们 这 一 节 也 把 谱 序 列 
看 成 一 个 应 用 软件 , 告诉 大 家 什么 叫 谱 序列 , 如 何 理 解 由 谱 序 列 导 出 的 结 
果 , 以 及 最 常用 的 谱 序 列 应 用 定理 , 看 完 本 节 后 , 该 者 可 以 像 大 多 数 岂 脑 
用 户 一 样 能 运用 谱 序 列 解 类 一 般 常用 的 问题 . 如 果 想 成 为 高 级 用 户 或 开 
发 者 , 则 请 进一步 去 阅读 有 关 专 著 . 

定义 7.1 证 名 是 一 个 Abecl 范畴 , 则 好 中 的 一 个 谱 序 列 (spectral 
S60UEnce) B23 全 ?由 以 下 诸 要 素 构 成 : 

(SP1) wf 中 的 一 族 对 象 (EP'9), 其 中 pg,7 是 整数 , 有 p,q 着 0,7 宛 2; 

(SP2) 对 了 之 2 有 一 旅 术 射 

dP : EP'e 一 +， 

满足 图 rrerr+i 避 9 一 0 且 当 P,gP 二 mg 一 r 十 1 中 有 一 个 < 时 就 有 
史 = 0; 


人 四 人 


(SP3) 第 "十 1 组 的 对 名 EPL 是 由 第 rr 级 对 闲 推 导出 来 的 : 
pg def Ker dP:7 
T+l1 一 Im dtr-1 “ 
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而 且 对 于 每 对 (jp, 胃 存在 与 (Pp,9) 有关 的 ro, 使 得 对 所 有 的 7 之 ?0, 中 = 
D 二 (如 一 5371. 从 而 
| EP = EM = de Ep.e. 
{SP4) 存在 一 到 对 条 (B77), m4 实 0, 以 及 对 每 个 上 "存在 一 个 滤 过 
E"=E2IFE2E .2E,20, 


使 得 
Ey/Err = Eo" 7. 


p 


凡人 
Ed E! Ez? 五 3 五 4 Es 
这 样 的 谱 认 列 通 常 被 记 为 B23" 学 "也 称 谱 序 列 (B27) 收 做 于 
(En). 


对 于 小 的 可 以 把 "与 如 "的 关系 用 公式 明显 地 表示 出 来 . 例如 
EB = Bo = BE. 
又 有 四 一 0, 其 中 加 = EB = 妃 "” 以 及 Bi/El = Bl = 
Ker do". 于 是 0 一} 于 一 有 一 + 1/ 有 一? 0 可 导出 一 个 正 合 列 
0 Bl ~ El sy Eo 2), p20 
再 化 点 力气 又 可 得 到 更 长 的 正 合 列 
0 BBE So En) EE? Bl! BY, (7 

其 中 本 = Ker(B? 一 y BE?). 

以 下 两 个 定理 是 最 重要 的 谱 序 列 存 在 性 定理 . 


定理 7.1 (Grothendieck 谱 序 列 ) 设 Y, 咖 , 省 是 三 个 六 bel 范畴 ,WY 
呢 者 有 足够 多 的 的 肉 射 对 亲 . 设 下 :26 一} 将 和 加 : 汰 一 容 都 是 
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左 正 合 画 子 . 并 且 对 红 中 的 闪 射 对 村 天 严 ( 门 是 汐 中 的 加 零 调 对 萌 [ 即 
RG(F(D) = 二 0 Yn > 0). 则 对 好 中 的 任意 对 票 4 有 了 以 下 的 谱 序 列 : 
(RGB Ed) = RPAGP) (CA). 


从而 有 和 如 下 的 正 合 列 : 
0— RIG(F(A)) 一 RI(GFY(A) 一 
— GRIP)(A) 一 RIG(F(A)) 一 和 口 


推论 7.2 如 果 上 述 定 理 中 的 万 是 正 合 函 子 , 则 有 同 构 : 
Rr(GFYHA) © EPG(F(A)N). 


定理 7.3 (Leray 谱 序 列 ) 设 了 : 闫 -全 位 是 拓扑 室 间 的 连续 映射 ， 
史 是 大 上 的 Abel 群 层 , 则 有 了 以 下 的 谱 序 列 : 
HP(Y, Rf.F) 二 Hr+(X, 宁 ) 

证 明 : 本 定理 中 涉 没 的 3 个 范畴 分 别 有 是: 大 上 Abel 群 层 的 范 蛙 
Shp(X)、Y 上 Abel 群 层 的 范畴 S56(Y) 以 及 Abel 群 的 范畴 %6， 函 子 
下 = f.(-), G = TO 一 ). 由 于 内 射 层 是 软弱 的 (命题 42(1)) 正 象 层 函 
子 把 软弱 展映 成 软弱 层 (命题 4.1(3))， 而 坎 届 层 关于 整体 辩 函 字 又 是 零 
调 的 ( 命 古 5.1),， 所 以 函 予 亚 。G 满 足 定 理 ?.1 的 条 件 , 把 五 、G 的 表达 
式 代入 Grothendieck 谱 序列 就 得 到 了 Leray 谱 序 列 ， 口 


由 Leray 谱 序列 可 以 得 到 一 个 正 全 列 : 
0 —» Hl1(Y, /9) 一 Hi(X, 9 Fo 
一 H?(Y, Rf, 9) 一 全 H?(Y, f9 空 ) 一 全 ， 


说 明 7.1 单 从 谱 说 列 的 定义 来 看 ， 除了 我 们 可 以 立即 到 一 个 5 项 下 8 天 

` 的 正 合 列 外 ,其 他 的 入 息 都 是 不 易 解 读 的 . 从 《B39) 出 发 我 们 并 不 能 完 
确定 (8") 的 结构 , 而 只 是 得 到 了 EE” 的 一 个 于 过 的 各 个 因子 ( 即 各 个 中 过 
商 群 ). 但 当 我 们 所 讨论 的 群 都 是 某 个 基 域 上 的 向 量 空间 时 , B" 的 维 数 就 
等 于 各 个 滤 过 商 的 维 数 之 和 . 此 外 常常 会 过 到 的 情形 是 当 p > pg 或 9 > go 
时 有 好 ”二 0, 也 就 是 所 谓 谱 序列 “退化 * 的 情形 . 这 对 不 等 于 0 的 忆 5s9 很 
”容易 计算 : 例如 设 Y 是 一 个 n 维 流 形 , f :XX 一 了 .是 YY 上 的 线 从 ; 即 点 
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y EY 的 纤维 ~'(y) 是 1 维 的 向 明 空 间 . 因为 正 象 层 国 子 可 以 看 成 是 广义 
的 下 体 凑 函 子 , BR?f. 了 与 H?9(f-!(y), 字 ) 之 间 有 着 内 在 的 联系 . 由 于 纤维 
f-!{ 四 是 1 维 的 , 那么 很 可 能 会 有 Rf. 了 = 0 对 g > 1 成 立 . 另 一 方面 对 
P > nt 很 可 能 会 有 了 H?(Y, 一 ) 二 0 这 样 就 得 到 了 退化 的 谱 序列 事实 上 谱 
序列 的 产生 与 纤维 从 有 很 大 的 关系 . 运用 谱 序列 可 从 纤维 的 上 同调 以 及 底 
空间 的 上 同调 信息 得 到 纤维 从 空 间 的 上 同调 信息 


练 习 4? 
7. 工 证 明正 侣 列 {7 1 
7.2 设 在 谱 序列 三 ”> 吾 " 中 对 每 人 都 有 
本 -0 ve#|?]， 
其 中 | 有 登 ] 是 县 的 糙 数 部 分 证 明 : 
E" -= "(31.(¥} 
7.3 设 在 谱 序 列 瑟 ”地 BE" 中 存在 某 个 n 之 2 使 得 
Er”® = 0， Yp 0,n 
证 明 有 还 合 列 
EF BE EE Ett 
7.4 设 在 谱 序 列 如 ”过 EE"* 中 存在 某 个 n 守 2 使 得 
B=0, Yaz0n 
证 明 有 正 合 列 
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注意 : 有 的 题目 答 琵 不 叭 一， 我们 只 给 出 其 中 之 一 . 
第 一 章 模 


练习 1-1 


1.2 {1) Mx = {0,21 1 Fn-1) 
(2) (M2 十 2)z = (251,272)T1+ Ora, Tn-2 + 2rn). 
(3) (M7 FAT) = (zr1, 工 1 十 Y2) Tl 二 22 十 3， ,1 十 TX2 十 十 Tn} 
满足 和 z= 二 0 的 z= 人 0,… ,D,zn_1, rn) 
1.4 Ann(V) = (2X"). 
1.5 可 证 7 = 及 [ex， 
1.6 反例 : 取 玉 = JM = Ze, 考察 T(M). 
I.7 好 不 能 成 为 中 模 , 反 证 : 车 对 成 为 @@ 横 , 设 | 好 | 二 nn 之 2, 则 任 给 #5 MM， 
有 my = 0. 于 是 y=1:y= (a- 土 )y=n (二 y) 一 0, 矛 牛 | 
1.9 不 是 单 模 , 这 是 因为 民 [ 和 jen = 区 en 是 的 非 替 真子 模 . 
1.10 取 五 = 对 = 下 ,出 到 是 有 限 生成 召 模 ( 它 由 1 生成 ), 但 闻 不 是 有 限 生 
成 点 bel 群 . 
练习 1-2 
2.1 为 证 (2) 地 (1), 可 投 轩 关 0, 取 NN = MM, 考察 lm 村 一 六 与 站 
NM 一 NN. : 
2.2 为 证 (2) 汉 (1), 车 好 不 基 单 模 , 则 MY 有 非 零 真子 模 站， 考虑 自然 辐 态 
和 :ad 一 Ad 同 理 对 他) 之 (1) 可 考 囊 联 入 辣 态 KE 一 i 
2.6 考虑 映射 9 : Homr(B,M) -一 M, fo f(1). 
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3.7 考 庶 映射 p : Howmz(Zm, A 一 4A 广 嘻 了 (21), 以 证 明 Homzg(Zm, 人 4) 兰 
4[m]J， 利 用 上 述 结果 , 有 Homrz(Zm ;Zn 衬 Znfm]， 而 .frm] = -全 E BZ. | 
ma = 六. 设 d= {m,n), m= md, n= nid, 可 证 Znlm] = {0, 3 

(a Dn) Za. 

2.8 Homz(lZ, Zn) SD, Oa ,2) = {0}, Homz (0, 2) = {0}, 

Homzg {2,0Q) YQ, Homz (dt, 2) 兰 

2.9 存在 丈 数 ai 六 使 (m,n) = am 二 bn， 和 任 给 € Homz(M,N), 可 证 
(mn 了 二 0, 因此 {m,n} € Ann(Homz(M., NY) = 

2.10 (3) 设 R= 名， 剧 然 , 也 性 Zs 一 0 是 正 合 列 , 其 中 9 是 自然 局 态 ,而 
了 (如 一 人 0, T(20) = 26, 故 T( 如 OT(Ze) -一 0 显然 不 是 正 合 列 . 

2.13 (1) 定义 了 (9) = an 以 及 g[a) 三 互 ( 即 自然 同 态 ) 即 可 . 

(2) 定 文 : Za 一》 24 a+4(2) 上 >》 34+(4), 9g: 24 -Za 人 2 二) 
天 :Za — Za, a 4 (dat (2). 

2.14 (1) 取 4A=A'= 忆 二 B= 名,O = Zn, CI 由 天王 青 利 用 练习 
2.13 (1). 

了 4=A4 =0=0=2,P= ZBZB =. 今 :A 一 } 8, 
ud = (00 mB 0, mobd)=b f:A4 ad) = 
2a+{t4). 9: Bo 0, 9+ (4)) = b+ (2). 

(了 取 = A 二 E B=B=B90Z,CO-0 -2 其 
中 a :A Bulo)= (a), ma:B—oC, nad) ob ff:A BB. 
flat+(2), 8+(2)) = (2a+(4), b+(2)), g: 一 人 会， gtat(d), b+{2)) = a+({2). 
2.15 (2) 由 于 VW = 及 (wa -二 oa) 由 下 (ui 一 v2) 人 D 开 v3, 上 Tv +vwa; 1 一 V2, U3 为 VV 
的 基 , 定义 g :VV 二 Wg (atv + ve) + oa(vi Cv) 十 aauay = aa | ratwa, 
可 证 序列 为 正 合 列 . 

(3) 定 六 所 :一 六 (aw) = owz, 则 序列 正 合 . 


练习 1-3 


3.4 先 证 Z/(p”*) 的 任 一 子 模 诸 均 有 形式 p*Zj(p*), 其 中 帮 此 所 e， 再 证 
Z/(p") 的 任 两 个 非 零 子 模 交 集 非 空 . 对 名 模 包 , 也 证 明 它 的 任意 次 个 非 冷 子 模 交 
集 非 空 . 
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3.5 车; 与 4 互 这 ,定义 1 Br 一 ?ZnmDZn, (a+ (mn)) = (a+ (rn),at+(n)), 


证 明了 是 同 构 
友之, 若 (n,n) = d > 1, 可 证 Zwm 四 ZZ 中 的 任意 元 素 的 周 扼 均 为 的 因数 


以 证 衣 琴 者 不可 能 同 构 


练习 1-4 


4.1 令 f 站 荆 一 Df(n) = 2n, 则 了 是 单 自 间 态 , 但 显然 不 是 满 的 

4.4 可 证 全 中 任意 2 个 元 趟 均线 性 相关 , 而 全 又 不 是 循环 2 并 

45 设 了 7 是 下 的 理想 , 则 任意 的 非 零 元 ae 关上 和 了 都 有 ja 十 (-a 志 = 和 因此 自 

由 科 本 的 秩 等 于 1, 即 忆 的 理想 都 是 物 1 自由 模 , 从 而 是 主 理想 并 且 忆 是 糙 环 
练习 1-5 

3.1 注意 Homz (22,2} = 0， Homz(Za,Z2>) 兰 Bo, 天 此 了 二 7 

Homz(Z, 22) 兰 Za, Fl12s) = 9, 5(0) =0 f=0 

5.8 利用 自由 忆 模 中 非 零 元 的 稚 化 子 等 于 0, 由 于 投射 和 模 是 自由 模 的 直 和 项 , 故 

投射 名 可 中 的 非 零 元 的 零 化 子 均 为 0, 显然 名: ,Za 都 不 满足 这 一 性 质 , 放 它 们 不 

是 投射 吾 模 

$5.4 由 练习 35 知 , 作为 加 模 有 Pwr 宇多 申 守 。， 全 由 本 题 前 一 部 分 知 记 ,%, 世 ， 

都 是 Err* 模 容易 验证 上 述 同 构 也 是 了 mn。 模 的 同 构 于 是 名 是 自由 Zs 异 

nr 的 直 和 项 再 利用 定理 8 6 得 , BZ, 是 投射 Z。。 模 


练习 1-6 


6,3 由 引 理 53, 只 要 证 明 对 品 = ZZ 的 任意 非 零 理 想 5 二 加 及 全 吉本 四 
大 .3 一 至 均 可 扩张 为 同 次 天. Ro Bm 设 h(E) 一 已 则 5 的 阶 TB my 法 
整除 的 阶 于 即 (0,7m) | (6,m), 故 (a,m) 15 从 而 az 三 5 (med m) 有 
解 , 设 为 x 三 c (mod m) 令 及 ' 忆 一 mn 为 及 (R = kE, 即 为 所 求 

如 果 d | m 并 且 & 与 m/fd 有 公共 素 因 子 我 们 取 Zr 的 理想 S 二 (a), 其 中 
4 二 m/fqd, 则 的 阶 为 4 所 以 存在 忆 模 辐 态 有 9 -Za, 使 得 A() = 于 若 
24 是 内 射 忆 寞 , 则 存在 五 模 间 态 严 了 一 Ba, 使 得 异 s = 故 aRT) 二 
也 即 : az 兰 1 (mod d) 有 解 . 与 已 知 条 件 (a, 9) > 1 相 蔬 盾 ! 

6.4 若 取 7 二 2 € 2Z,y = 1 € 包 则 不 存在 + € 名 ,使 25 一 多 


下 
2 
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6.7 (二 ) 可 定义 及 号 于, Ri(r) 一 ra 再 正 产 是 产 的 扩张 ， 
( 僵 ) 及 可 扩张 为 民 模 同 坊 RR 一 ? Mf 令 a 二 名 1) E MM, 即 为 所 求 
练习 1-7 
7.1 (1) 可 通过 建立 互 道 的 同 态 币 : A@zZm 一 A/mA 与 AfmA4 一 + ABE Pm 
证 明 它 们 同 构 
(2) 利用 (1) 的 结论 
7.2 可 通过 建立 互 逆 的 同 态 证 明 它们 同 构 
7.4 可 利用 练习 7 2 的 结论 
7.5 粮 据 平坦 模 的 定义 直接 验证 
7.6 对 任何 电 模 同 态 的 短 正 合 判 0 一 万 一 旦 一 一 0, 证明 
0 =— Homr(C, Homr(M., TD)) 一 Homar(B, Homa(M,71)) 一 
一 Homr(A, Homr(M,N}—0 
正 合 这 里 要 利用 伴随 结合 性 {命题 7 6) 
练习 1-8 
8.1 个 VY)，S1V),，Al(V) 的 基 都 可 取 为 el, eaes， ?2(Z) 的 一 个 基 可 取 为 
ey 7 二 1,2,3，5?(VY) 的 一 个 基 训 取 为 : e， 虹 |， 二 elea，elea，e2ea， 
A2fY 的 一 个 基 可 到 为 ”el A ea，el 人 63，e2 A 63，T3(V) 的 一 个 昔 可 取 为 
6 人 6 加 ep; Dk 二 1,2,3, (VY) 的 一 个 基 可 职 为 己 , elie;, elt2e3, 其 中 
7 二 1,2,3, A2(W) 的 一 个 莽 可 取 为 - el Aez 人 es 
8.3 仿 短 阵 4 二 {as), 它 的 代数 侠 子 式 记 为 午 ， 则 vi Ava = Asles A es 十 
3283 A el+ Asge1 Nez, Vi A ya A vs = det(Ajel Aes A es 
8.5 可 定义 [(e A Aes,)@lenA Ac)AllehA Nck,)®{er A Aer)) = 
(—l) P(e A Ae Aeh A "Aeks) Blen A Aer Aer A 二) 


第 二 章 范畴 


练习 2-1 


1.5 忆 的 半 范 随 全 对 应 的 子 群 瑟 , 即 取 home(4, ad) = 五 而 满 子 范 畴 即 攻 
本 身 
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1.6 对 下 中 每 个 对 象 G, 定义 yp: hom(Z,G) 一 G, of 月 = 了 (1). 证 明 这 是 一 
个 一 一 对 应 . 

1.7 无 恨 循环 详 忆 是 群 的 范畴 咎 的 一 个 生成 子 . 

1.8 在 带 基 点 的 集合 的 范畴 中 取 对 象 (X,z), 使 得 | 六 | = 2, 则 (XX, +) 是 它 的 生 
成 子 在 例 1.1 中 , 单 点 集 为 生成 子 . 在 例 1.3 中 , 互 为 生成 子 . 在 例 1.4 中 , 星系 
数 一 元 多 项 式 环 ZIx] 中 的 主 理想 (zy 为 生成 子 ， 在 例 1.5 中 , Z[z] 为 生成 子 . 在 
例 1.6 中 , Z[z] 为 生成 子 . 在 例 1.7 中 , 下 为 生成 子 . 在 例 1.8 中 , 互 为 生成 子 . 在 
重 1.9 中 , 单 点 集 为 生成 子 . 


练习 2-2 


2.5 (4) 取 V 为 以 + 为 基 的 1 维 复 向 量 空间 ,。 为 其 对 侦 基 ,ff :VV 一 ， V 
为 VY 的 自 同 攀 , 使 f(z) = 2z， 则 [Df)avj(x) = D{f)(e) = 了 !(e)， 而 
[ej(e) = 半 ， 所 以 了 (oj) = 于 ce。 另 一 方面 ， (av 站 (z) = 2e, 所 以 ， 
D(f)av 关 avF a 不 是 自然 的 . 
练习 2-3 

3.2 假设 Q 且 是 蒜 上 的 自由 对 象 ， i : 区 一 他 是 相应 的 映射 . 取样 多 及 映射 
一 2 ZZ, 使 1X) = 和} 则 按 定义 , 存在 烙 同 态 了 : Q 一 } Z, 使 Fi 二/. 
及 而 了 不 是 零 半 次 但 是 由 第 一 章 练 习 2.8 知 , QQ 到 ZZ 的 网 态 只 古 鹤 同 态 . 
3.4 令 oh(D) = {CX, 1, fa) | XK € ob(©, fi € hom{Ai, X),i = 1,2), 

homz ((X, hi, f2), (Y, 90 92)) 三 {a E 志 (X,Y) | nA 下 一 ist 一 1,2}. 


练习 2 4 


4.1 定义 落 子 下 :区 一 全 加 下 : 对 Be ob(C), 令 
F(B) = hometAi, B) [hometa;, 刁 ) 
= {(f, fa) | fi € home{ Ai, B),i = 1,2} 
( 见 俩 3.2). home(B,0) 一 homeg(F(B), F(ON), hr} P(A) : (fi Fa) 呈 
(hfi, hf). | 
4.2 这 两 个 涪 子 可 分 别 由 忆 及 也 表示 . 
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练习 2-5 
5.2 设 R 是 一 个 环 , 如 0 为 好 一 中 的 态 射 . 车 ur = #f， 则 由 um) 
si wm e z(t) = (Js 全) = (SH) vod (3) 
v( 土 ), 从 而 x ( 空 ) = ( 严 让 故 呈 = 二. 
5.3 设 g 凡 :并 一 + 人 是 可 除 Abel 群 范畴 的 态 射 , 使 v9 二 wR. 则 对 任何 x < 4， 
fr) 一 hlz) E ZF. 若 9 关 了) 则 存在 z & 有 4 使 9(z) 一 有 (5) =n, 且 n 关 0. 由 于 
万 是 可 除 的 , 故 存在 9 E 4, 使 * = 2ny. 从 而 2 有 及 一 站 (及 二 1 不 可 能 ! 
5.7 对 于 注射 对 六 E homel(CD), 定妆 
ob{D) = 14 人 1 4eEobfE)iehomde) 使 fi 二 gi}. 

homz ((A,0), (B,iN) = {hE hom( 4, B) | 2h =. 
态 射 的 复合 为 气 中 的 复合 , 则 易 证 匀 是 一 个 范畴 ， 其 余 证 对 象 (车 存在 ) 姥 为 
(f ,四 的 差 核 . 
类 估 地 , 若 令 ob(E) = {tA4, 门 1 46 0b{D),jE hom(C, 有 A), 使 了 f= 9}. 

home((A,7),(B,7)) = {th ehom(A, B)}|AI 一 了] 
访 射 的 复合 为 区 中 的 复合 ; 则 易 证 人 是 一 个 范畴 . 其 泛 对 锭 ( 若 存在 ) 即 为 (了, 四 
的 差 余 核 . 


1 
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练习 3-1 
2， 当 交 1 


0， 当下 所 0. 
1.3 HI(K) SE FB’, Ho(K) S BR, 其 余 Hn(K)} =0. 


1.5 Ho(FK,2) Ho(K',Z) SF, Hi(KD SE HK',Z) SZOZ, HlK, FE) 
实 Ha(K',2) 宇多 其余 均 为 0. 

1.7 {O46) 兰 MM, 对 所 有 nn & 2. 

1.8 (Cs) = 0, 对 所 有 nn € 多 


练习 3-2 


2.7 若 a 与 0 同 伦 , 则 存在 态 射 go : Co 于 呈 ， 使 得 al = qodi, 从 而 1 = 
2gofso)- 显然 这 样 的 如 fso)] EE 如 | 不 可 能 存在 


1.2 Hi(C,) Za, Hr (Cs) 侍 
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2.9 (全 ) 归纳 地 定义 满 呈 dnt15ndn+t1 = dri 的 同 态 s5h， Oh 一 Cnt! 令 
50 二 90 设 s6， ,5%_1 已 被 定义 ,对 任意 的 cn E Co 有 cm 一 sidn(en) € 
Ker dr 二 Im dn+1, 国 此 奔 在 carl E Cn+l 使 得 cn 一 $5_1dn(cn) = dnzy1(cn+1) 
= datisadati(lent1) = dnpisntcn — -1dr(cn)). 定义 sf{cn】 二 snfen 一 
sn-1dn(cn)】 可 以 验证 dnti5%dn+t1 二 dwt 从 而 1c 二 84_1dn 十 dnt154 


练习 3-3 


3.1 作 复 形 C = (Gn,dn) 如 下 全 加 = 局 Co = R?, 对 其 余 n, C= 二 0 
中 下 一 (9 一 天 六 E 【《 户 , 户 ) 一 f+ fz9 证 明 这 是 3 的 自由 分 解 

3.3 定义 小 形 CC, = {Caydn) 如 下 Co 三 互 而 Cn =0, 对 >06 CM 
为 e{z) = 3x 定义 复 形 名 = (G4) 如 下 C0; 二 2， C= BC, =0, 对 
下 > 1 为) = (2) 一 训 为 (Fz, = 
6z 十 9y 证 明 它 们 都 是 MY 的 自由 分 解 


练习 3-5 
5.1 Torf(Z, 2)  Z, Torf(Z, Fe) Es, Torf (Bs, BZ) 兰 Torg(Z。 ZN) 沁 
多 st); 其 余 均 为 0 

练习 3-6 
6.1 Exty(Z,Z) = Exty(Z, 2) = 0, Exty (Zn, 2) 宕 Zn, Exty (Zn, Zn) 振 
Plmn) 
6.3 分 裂 扩 张 0 一 工人 忆 田 Ba 一 Zz 一 0, 以 及 扩张 0 注 名 思 多 加 
2 一 0, 其中, f(z) = 2z, 而 9 为 自然 同 态 . 


第 四 章 ” 层 及 其 上 同调 理论 


练习 4-1l 


1.1 区 有 4 个 开 子 集 大, {P}, {@}, 久 预 屋 六 与 层 宅 的 奸 群 如 下 字 (2) = 
TD) = 0, F(X) = FUPY) = FU = 90{fP]) = 和 (oo = ©, 
G(X) = 多 
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{ 夺 ， 对 x Ee {P}, 
1.3 Fr = 
0， 其 他 情形 


1.5 对 于 任意 一 个 fas} E 定子 (Ua)， 由 已 知 条 件 可 得 praafr (fsajj) = 
olauvas prap(r"({se])) = splwsuus 公理 (81) < 一 ，r 是 单 态 射 由 预 层 
定义 的 公理 (P3) 可 得 wy = rr 设 有 层 多 以 及 同 态 f 30) 一 也 了 (Us) 
f 满 是 7f 二 +"f 一 > 对 任意 的 t E 3(C) 有 olusuue = ft)gjvawva， 
这 里 f(t)。 一 pra (f(t)) 公理 {S1)、(S2 一 > 在 在 唯一 的 € (UU) 使 得 
slr。= f(t)。 因而 可 定义 同 态 了 3(V) 一 了 (UD) 为 f(t) = 5, 它 满足 
f=? 了 这 证 明 r 是 (rr*) 的 差 核 类 似 地 可 从 差 核 的 性 质 推出 {S2). 


练习 4-3 


8.2 fF = FU XX). Br 时 (fF = 由 当 z € 六 \ 时, 可 能 
有 {f. 多 )s 关 0. 例如 当 忆 不 是 闭 点 时 , 摩天 楼 展 在 {P} \{《P] 的 点 上 的 鞋 不 等 
于 0. 
38. 和 对 于 外 二 {P,Q@}, Pf 站 1{f,F) 是 以 也 申 台 为 于 的 常 预 屋 , f"! 天 了 是 和 应 
的 常 层 , 即 1 站 FX) 人 EBZOBZOD fF FP EF TQ) 伴 
到 条 到 

px: Ff.FX) 2 一 FX) = 0 


(a,b, c,d) (a, d) 
Pip} Ff 了 -BBE 一 了 以 有 有 = 
. ab + & 


mor. fhFUMRD =Z90L -一 FOND = 也 
(c; 上 a 


3.4 对 于 六 = {P,Q}), ff ZY) = ZZ 
Cy; S(T) = -人 天 六 FY) = 
在 上 -一作 (ay;a) 
3.5 利用 练习 33 及 3.4 定 义 的 态 射 p， 4 可 定义 上 映射 
» Homx(f” 1 F) — Homr(%,f.F)} 


+ hla ot 
$ Homy($, fF) 一 Homxfty 多, 区 ] 
月 ref 


再 验证 % 与 区 互 为 道里 射 (并 不 容易 ). 


- 214 ， 习题 答案 与 提示 
练习 47 
7.1 我 们 有 : Ea" = B23"°jImd9! = E21?, Ei! ~ Kerdl!l = EL, EBA 有 
一 个 滤 过 序 2 BP 2 到 D0， 根据 谱 序 列 收 化 的 定义 ,有 BB 兰 B20 全 
BfIm dy 以 及 有 /EB2 ls! 守 Kerdl'1. 写成 短 正 合 列 即 有 


0 一 Im 本 —3 E20 —) E? — 0, 


和 一 全 有 一 Ei sy Kerdl! — 0, 
0 — Ker dy 一 人 Ed —» Ed. 
把 这 3 个 正 合 列 与 正文 中 已 经 导出 的 正 合 列 : 
0 一 Bl" — E! sy EY! 一 一 Im dl 一 "0 

连接 起 来 , 就 可 得 到 正 合 列 (7.1}. 
7.2 由 假设 可 知 好 = 0 Vg 关 [12 ,> 2， 考虑 dP : Bp 一 
如 如 果 必 ?关山 必须 有 9 一 | 卫 二 和 | 以 及 9 一 >+1 = [于 和 | 
因此 1--r = [2+a+i] - (22] 宕 0, 与 7 六 2 下 盾 . 这 证 明 到。 一 Es. 
从 而 每 个 给 定 的 整数 产 0， 豆 " 的 滤 过 EB" 2 BE? D9 ... Br > 0 满足 
Bylt1 = = B=0, B= Et =... = B= E23 
7.3 设 i 之 mn, 则 有 B23" = B=, = 国人 ET 
Est ", Bit = Ker(Bo oy Beiti-n) = Ker( EO Eatl-ny por, 
Eri "= EDM En(B Et) = Bt 又 因 Be = 
碟 ” 二 0Yp 关 0,n, 在 EB' 的 注 过 BiBi2...2 Ei20 中 ,Bi=... -Bi, 

pfl = R=0 MEI/E SE Ker( BS -3 BMitl-n)] 以 及 
Ent /Ban S Bit! Bositlin oe portin /In( BY ~ Borit!n), 可 得 正 
合 列 


一 
0 BE Ke » Erit!-") 0, 
0 一 Im 人 (Be oo BT) Beit-n — Bit! —; 0. 
把 这 3 个 正 合 列 连接 起 来 , 就 能 得 到 欲 证 的 长 正人 台 列 . 当 # < nn 时， 也 可 类 似 证 
明 . 此 时 BB9''"* = 0. 
7.4 证 明 同 练习 7.3. 
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说 明 中 同一 栏 列举 该 名 同 的 英文 名 称 , 右边 一 栏 是 在 书 中 出 现 的 
音节 , 前 一 数字 表示 章 号 , 后 一 数字 表示 节 号 


A 
ab 范畴 abellan category 2 5 
B 
办 section 4-1 
伴随 对 adjoint pair 2 4 
Betti 数 Tiettl rturmber 3—1 
闭 链 cycle 3-1 
边缘 boundary 3_1 
边 毕 算 子 boundary operator 3-1 
不 可 约 模 ureducible module 1-1 
GC 
层 sheaf 4—1 
凑 核 difference kernel 2-5 
差 余 核 difference cokernel 2_5 
常 层 constant sheaf 4 
常 预 层 constant presheaf 4_1 
D 

， 代表 representative 3—4 


代数 algebra 1_8 
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单纯 复 形 
单 模 
单 态 射 
单 同 恋 
单 形 
底 集 
典范 内 射 
典范 射影 
典范 双 线 性 映射 
短 正 合 列 
对 称 代数 
对 称 积 
对 偶 范 畴 
对 锅 寞 
对 象 


E 
Euler 未 性 数 


F 

反 变 函 子 
反 变 hom 二 子 
范畴 

证 对 象 

仿 紧 的 


非 交 换 多 项 式 代数 


分 解 
分 裂 
分 发 单 同 态 


和 名 人 三 案 引 


siimplicial complew 
slimple module 
monomorphism, monic morphism 
monomorphism 
simplex 

underlying set 
caronica]l injection 
canonical projection 
canonical bilinear map 
short exact sequence 
syinmetric algebra 
sayinmetric product 
dual category 

dual module 


object 


Euler characteristac 


contravariant functor 
contravariant hom fuanctor 
Category 

universal object 


Paracompact 


non-commutative polynomial algebra 


resolution 
split 


split monomorphism 


共 变 hom 国 子 
共 变 函 子 


拉丁 
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splt epimorphism 
negative coraplex 


complex 


covariant hom functor 


covariant functor 


kernel 


SYZYEY 


basis 

product 

additive category 
additive functor 
commutative algebra 
stalk 


concrete category 


representable functor 
division algebra 
divisible module 


extension 


pall-back 


1—3 
3-1 


2 一 2 
2—2 


3-7 


1-4 
3-3 
2-5 
2-5 
1-8 
4-1 
2-3 


2-4 
1-8 
1-6 
1-2 3-6 


2-3 


218 - 名 词 索引 

链 复 形 chain complex 3—1 
连接 同 态 connecting homomorphism 3-2 
零 调 的 acyeclic 3_1, 4-5 
稚 调 分 解 acyclic Tesolution 4—3 
零 调 复 形 acycelic complex 3 
零 化 子 annihilator 1_1 
零 伦 的 nuli homotopic 3_2 
零 态 射 Zero morphism 2 5 
等 同 态 zero homomorphism 1-2 
零 预 层 ZerO presheaf 4—1 
M 

满 函 子 full functor 22 
和 神态 射 epimorphism, epic morphism 2-8 
满 同 态 epimorphisrn 1-2 
满 子 范 轩 full subcategory 2-1 
横 module 1=-1 
模 同 态 modunle homomorphism 1-2 
NN 

内 射 分 解 injective resolution 3-3 
内 射 层 injective sheaf 4 4 
内 射 模 injective module 1-6 
内 射 上 链 复 形 injective cochain complex 3-3 
内 射 维 数 injective dimension 3_7 
内 直 和 和 internal direct sum 1-3 
道 级 上 限 inverse limit 2_6 
栋 间 构 duasi-isomorphism 3—1 
道 象 层 inverse image 二 


名 词 索引 


inverse system 
torsion module 
torsion clement 


torsion submodule 


flat rnodule 


spectral sequence 


Eroup ring 


flabby sheaf, flasque sheaf 


triangulated category 
cocycle 

coboundary 
coboundary operator 
cochain 

cochain complex 
cohomology module 
Eenerator 

initial object 
characteristic class 


bilinear map 


1 一 7 
4-7 


3-8 


1—7 


各 调 索引 


morphism 

homologous 

homology module 
homolopgical dimension 
1S0rnorplusin 
homotopic 

homotopic eqlllvalence 
homomorphism 
projective resolution 
projective complex 
projective module 
projective dimension 
diagram 


push: out 


exterior algebra 
exteror product 
torgetful functor 
differential 


dimernision 


fiber product 

hnear functional 
linearly independent 
linear combination 
restriction 


image 


1 2, 2 1， 


1 -各 


4—1 
1—2 
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小 范畴 small rategory 2-1 
形式 宕 级 数 环 ring of formal power series 1-1 
循环 模 cychc module 1_1 
YY 

芽 gerir 4—1 
映射 惟 mappmng cone 3-1 
右 伴 随 函 子 right adjoint fanctor 9-_4 
右 导 出 函 子 right derived fatctor 3-4 
右 模 right moduie 1—1 
由 六 生成 的 子 机 submodule generated by XX 一: 
有 有限 生成 finitely generated 1-1 
有 限 维 代数 finite dimensional algebra 18 
右 正 合 函 子 right-exact functor 95 
潭 层 presheaf 4 -1 
余 省 对 象 couniversal object 3 
余 核 cokernel 1-2 2 5 
余 积 coproduct 93 
余 极 限 colimit 9_6 
余 象 coimage 1-2 
五 

增 广 同 态 augmentation homomorphism 3-3 
张 量 代数 tensor algebra 8 
张 量 积 tensor product 1 7 
正 复 形 positive complex 3 
正 合 exact 1_2 
正 合 肾 子 exact functor 0.5 


正 合 三 角形 exact triangle 3 


222 和 名词 索 引 

正极 限 direct limit 2-6 
整体 瓣 glok al section 4 
整体 维 数 global dimension 3-7 
正 象 层 direct image 4--3 
正 向 集 direct set 2-6 
正 向 系 direct system 2-6 
秩 rank 1-4 
直 和 direct sum 1_3 
直 和 补 direct complement T 3 
直 和 和 项 direct summand 1-3 
直 积 direct product 1-3 
支 集 support 3-1 
终 对 象 terminal object 2-3 
忠实 隔 子 faithful functor 2—2 
子 层 subsheaf 二 
子 范 时 subcategory 2-1 
自 反 模 reflexive modnle 1-5 
十 横 submodule 1-1 
自然 变换 natural transformation 2-2 
自然 同 构 natural isomorphism 2-2 
自然 同 态 natural homomorphism 1-2 
自由 对 象 free object 2 3 
自由 分 解 free resolution 3-3 
自由 模 free module 1-4 
于 预 层 subpresheaf 4-2 
左 伴 杖 孙子 left adjoint functor 2-4 
左 导 出 画 子 left derived functor 3-4 
左 模 left module 1-1 
左 正 合 钞 子 left-exact functor 2.5 


